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✽✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❘❡♣♦rts ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✽✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
❙♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

■♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
❆ttr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✺✻
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✶

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ♠② st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ P♦✇❡r ❛♥❞ Pr♦❝❡ss ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ②❡❛rs ✷✵✶✶✲✶✷ ❛♥❞ ✷✵✶✺✲✶✻ ❢♦r t❤❡✐r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❜♦♦❦ ✐s ❛
✇♦r❦ ✐♥✲♣r♦❣r❡ss✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡ ❜♦♦❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✿

• ❉r✳ ❉❛✈✐❞ P♦rt❡r✷✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡r ♦❢ ❇❈■❚ ❖❊❘ ●r♦✉♣ ✐♥ ✷✵✶✺ ✇❤♦ ❝♦♥st❛♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣② t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❜♦♦❦✱

• ▼r✳ ❆❧❡① P♦❞✉t ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ ❝♦✲t❛✉❣❤t ▼❆❚▲❆❇ ✐♥ ✷✵✶✺✳ ❍✐s ✐♥♣✉t ✇❛s ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡✱
• ❉r✳ ❙❛♥❥❛ ❇♦s❦♦✈✐❝ ✇❤♦ ♣r♦♠♦t❡❞ t❤✐s ❜♦♦❦ ❛t ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥ ✷✵✶✷✱
• ▼r✳ ❙❡r❣✐② ❨❛t❧♦ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦ ✐♥ ❡❛r❧② ✷✵✶✶✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✺✵✾✼✼✴✶✳✸✴❃✳
✷❇❈■❚✱ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❱✐❝❡ Pr❡s✐❞❡♥t✱ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❙✉♣♣♦rt ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✺✵✾✼✼✴❧❛t❡st✴

❤tt♣✿✴✴❝♦♠♠♦♥s✳❜❝✐t✳❝❛✴✉♣❞❛t❡✴✷✵✶✺✴✵✺✴❜❝✐t✲✇❡❧❝♦♠❡s✲♥❡✇✲❛ss♦❝✐❛t❡✲✈✐❝❡✲♣r❡s✐❞❡♥t✲❡❞✉❝❛t✐♦♥✲s✉♣♣♦rt✲❛♥❞✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✴❃✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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Pr❡❢❛❝❡✸

■♥ ♠② t❡♥t❤ ②❡❛r ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡✱ ■ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤✐s ❜♦♦❦ t♦ t❤❡ ❇❈■❚ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❛ ❜♦♦❦ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ✐t ❢r❡❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦
❇❈■❚✹ ✳ ■ ❛♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤r✐❧❧❡❞ t♦ ❞♦ ✐t ✇✐t❤ t❤✐s t❡①t❜♦♦❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♠❛♥② ❧❡❛r♥✐♥❣
♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❇❈■❚ ❤❛s ♦✛❡r❡❞ ♠❡ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳ ❲❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s ❛ ❜r✐❡❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥
❤♦✇ t❤✐s ❜♦♦❦ ❝❛♠❡ t♦ ❜❡✳

▼② ♣♦st✲s❡❝♦♥❞❛r② t❡❛❝❤✐♥❣ ❝❛r❡❡r ❜❡❣❛♥ ♦♥ ✷✷ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✶ ❛t t❤❡ P❛❝✐✜❝ ▼❛r✐♥❡ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❈❛♠♣✉s ♦❢
❇❈■❚ ✇❤❡♥ ■ ❧♦❣❣❡❞ ♦♥ t♦ ❛ ❯♥✐① ✇♦r❦st❛t✐♦♥ t♦ ✐♥str✉❝t ✐♥ t❤❡ Pr♦♣✉❧s✐♦♥ P❧❛♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
❛ ♠❛❥♦r ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s ✐♥ ♠② ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❧✐❢❡✳ ❲❤✐❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ ❯♥✐① ♦♣❡r❛t✐♥❣
s②st❡♠ ✭❖❙✮✱ ■ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❛ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❛t ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ♠② ✈✐❡✇ ♦♥ ❤♦✇ ■ t❤♦✉❣❤t t❤❡
✇♦r❧❞ ♦♣❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✇❛s t❤❡ ●◆❯✴▲✐♥✉① ❖❙ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ✭❖❙❙✮ ♠♦✈❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤
s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦❦s✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② ❏✉st ❢♦r ❋✉♥✿ ❚❤❡ ❙t♦r② ♦❢ ❛♥ ❆❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✺ ❛♥❞ ❚❤❡ ❈❛t❤❡❞r❛❧
❛♥❞ t❤❡ ❇❛③❛❛r✻✳ ■ ✇❛s ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❤❛❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛②s t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ✶✵ ②❡❛rs✱ ❇❈■❚ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ st✉❞② ✈❛r✐♦✉s s✉❜❥❡❝ts t❤r♦✉❣❤ ✐ts Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
✭P❉✮ ♣r♦❣r❛♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧✳ ■ ❧❡❛r♥❡❞ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ✐♥ P❉ ❝♦✉rs❡s ❛♥❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ♦♥❡s✱
■ ❤❛❞ t✇♦ ❞é❥à ✈✉ ♠♦♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ ♠② ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❖❙❙ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ ■ ❜❡❣❛♥
r❡❛❞✐♥❣ ❚❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦s✼ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ■ ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✉t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s✽ ✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❛s ❛
❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠② ✶✵✲②❡❛r ♦❧❞ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇❤❛t ■ ❛♠ ✉s✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ t❤✐s ❜♦♦❦✳ ❈♦♥♥❡①✐♦♥s
✐s ❛ ✇❡❜✲❜❛s❡❞ ❝✉rr✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡♥t ❛✉t❤♦r✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ■ ❜❡❧✐❡✈❡ ❤❛s ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❢r❡❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚❤✉s✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❜♦♦❦ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❙❙ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
❜♦♦❦ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ t♦ ♣❛② ❛ s♠❛❧❧ t♦❦❡♥ ♦❢ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ❇❈■❚ ❛♥❞ ■ ❤♦♣❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦♣❡♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s r❡♣♦s✐t♦r②✳

❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
◆♦rt❤ ❱❛♥❝♦✉✈❡r✱ ❇✳ ❈✳
✷✺ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✶

✸❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✽✴✶✳✻✴❃✳
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❝✐t✳❝❛✴
✺❏✉st ❢♦r ❋✉♥✿ ❚❤❡ ❙t♦r② ♦❢ ❛♥ ❆❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❜② ▲✳ ❚♦r✈❛❧❞s ❛♥❞ ❉✳ ❉✐❛♠♦♥❞✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❍❛r♣❡r❈♦❧❧✐♥s

P✉❜❧✐s❤❡rs✳ ➞✷✵✵✶
✻❚❤❡ ❈❛t❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛③❛❛r ❜② ❊✳ ❙✳ ❘❛②♠♦♥❞✱ ❙❡❜❛st♦♣♦❧✿ ❖✬❘❡✐❧❧② ▼❡❞✐❛✳ ➞✶✾✾✾
✼❚❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦s ❜② ❨✳ ❇❡♥❦❧❡r✱ ◆❡✇ ❍❛✈❡♥✿ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳ ➞✷✵✵✻
✽❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✸



✹

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❙t✉❞② ●✉✐❞❡✾

▼❆❚▲❆❇✱ ❛ s✉❜✲❝♦✉rs❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✶ ❛♥❞ t❤✐s t❡①t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r st✉❞❡♥ts ✇✐t❤
♥♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✜❝✐❡♥t ✐♥ ❋✐rst ❨❡❛r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡ss t♦ ❣♦♦❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ■ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ ❛
✇♦r❦✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛❝ ❖❙ ❳ ♦r ▼✐❝r♦s♦❢t ❲✐♥❞♦✇s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳

❚❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ❛♥❞ ❜♦♦❦ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡❛r♥❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ s♣❡❝✐✜❝ s❦✐❧❧s t❤❛t ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ st✉❞❡♥ts t♦
❛❝q✉✐r❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❲r✐t❡ s❝r✐♣ts t♦ s♦❧✈❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✱

• P❧♦t ❣r❛♣❤s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡✱ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱
• P✉❜❧✐s❤ r❡♣♦rts✳

❚❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦ ✐t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦❧✈❡ ♠❛♥②
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛✐♥❧② ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ ✐♥ t❤✐s ❜♦♦❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢♦❝✉s ✐s
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞✱ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①t❡♥t✱ t❤❡
❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ▼❆❚▲❆❇✳

▲❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❦✐❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡
❜❡st ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ✇♦r❦
✇❡❧❧✿

• P❧❛♥ t♦ st✉❞② ✷ ❤♦✉rs ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❝❧❛ss ❢♦r ❡✈❡r② ❤♦✉r ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❝❧❛ss✱
• Pr❛❝t✐❝❡✱ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♣r❛❝t✐❝❡✿ ❆s t❤❡ ♦❧❞ s❛②✐♥❣ ❣♦❡s✱ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠❛❦❡s ♦♥❡ ♣❡r❢❡❝t ♦r ♣❡r❤❛♣s ✇❡ s❤♦✉❧❞

♠♦❞✐❢② t❤❛t st❛t❡♠❡♥t✿ ●♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠❛❦❡s ♦♥❡ ♣❡r❢❡❝t✱
• ❇✉❞❞② s②st❡♠✿ ❙t✉❞② ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss♠❛t❡✳ ❍❡❧♣✐♥❣ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s ②♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ st✉❞❡♥ts ❛r❡ ❛❞✈✐s❡❞ t♦ ✇♦r❦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡ts ✐♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥✱
• ▼✉❞❞② ♣♦✐♥ts✿ ▼❛❦❡ ❛ ♥♦t❡ ♦❢ ♠✉❞❞② ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡② ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❧❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ❡♠❛✐❧ ②♦✉r ♥♦t❡s

t♦ ♠❡✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss t❤♦s❡ ✐ss✉❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❧❛ss✱
• ❖♣❡♥ ❜♦♦❦ ❡①❛♠✿ ❉♦ ♥♦t tr② t♦ ♠❡♠♦r✐③❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r t❤❡✐r s②♥t❛① ❜✉t ❧❡❛r♥ ✇❤❡r❡ ❛♥❞

❤♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ❡①❡r❝✐s❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ s❡ts ②♦✉ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡✱ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦✉t✐♥❡s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ s❡❝♦♥❞ ♥❛t✉r❡ t♦ ②♦✉✳ ❚❤❡ ❡①❛♠ ✐s ♦♣❡♥
❜♦♦❦✱ s♦ ❦❡❡♣ ②♦✉r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠✲✜❧❡s ✇❡❧❧ ♦r❣❛♥✐③❡❞✳

✾❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✾✴✶✳✷✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✺



✻

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❲❤❛t ✐s ▼❆❚▲❆❇❄✶

▼❆❚▲❆❇ st❛♥❞s ❢♦r ▼❆❚r✐① ▲❆❇♦r❛t♦r② ✭s❡❡ ✇✐❦✐♣❡❞✐❛✷ ✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✇r✐tt❡♥ ❜② ❚❤❡ ▼❛t❤❲♦r❦s✱ ■♥❝✳✸ ❲❤❡♥ ②♦✉ ✜rst ✉s❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ②♦✉ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ✐t ❛s ❛ ❣❧♦r✐✜❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r
❛❧❧♦✇✐♥❣ ②♦✉ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧♦t ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▼❆❚▲❆❇✬s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✵✸✴✶✳✺✴❃✳
✷❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▼❆❚▲❆❇
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠✴

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✼



✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❞❛t❛✱ s✐♠✉❧❛t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ s❤❛r❡ ♦✉r ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✳

✶✳✶✳✶ ❲❤② ❯s❡ ▼❆❚▲❆❇❄

▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❞❡❢❛❝t♦ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡✳ ❊✈❡♥ ❛ ❝❛s✉❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ ▼❆❚▲❆❇ s❤♦✉❧❞ ✉♥✈❡✐❧ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ▼❆❚▲❆❇✬s ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛
❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♣r♦✈❡ ✇❤② ▼❆❚▲❆❇
✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼❆❚▲❆❇ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❣r❛♣❤✐❝s ❢❡❛t✉r❡s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞❛t❛
✐♥ ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉ ♣❧♦ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❜✉✐❧❞ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦✉t♣✉t t❤❛t ❝❛♥
❜❡ s❛✈❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ s❛✈❡❞✲✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡t t♦ ❜✉✐❧❞ ♥❡✇
♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦rt❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❧❡ ❢♦r♠❛ts ✭❡✳❣✳ ✳❥♣❣✱ ✳♣♥❣✮ t♦ ❡♠❜❡❞
✐♥ ▼✐❝r♦s♦❢t ❲♦r❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦r P♦✇❡rP♦✐♥t s❧✐❞❡s❤♦✇s✳

▼❆❚▲❆❇ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t♦♦❧s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡
❞❛t❛ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ♣❧♦tt✐♥❣ r♦✉t✐♥❡s✱ ③♦♦♠ ✐♥ t♦ ♣❧♦ts t♦ t❛❦❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✜t ❝✉r✈❡s t♦ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳

▼❆❚▲❆❇ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ▼✐❝r♦s♦❢t ❊①❝❡❧✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❈ ❝♦❞❡✱ ❈✰✰
♦r ❋♦rtr❛♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✶✳✶✳✷ ❘✉♥♥✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇

❚♦ ✉s❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ②♦✉r ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ②♦✉ ❝❛♥ st❛rt ✐t ❥✉st ❧✐❦❡ ②♦✉ st❛rt ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦♥ ②♦✉r s②st❡♠ ♦r ②♦✉ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

■♥ P❖❲❘ ✸✸✵✼✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ▼❆❚▲❆❇ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❇❈■❚ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝❡ss ✐s ♣❧❛t❢♦r♠
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ ▼❆❚▲❆❇ ✉♥❞❡r ▼❛❝ ❖❙ ❳ ♦r ▼✐❝r♦s♦❢t ❲✐♥❞♦✇s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s t❤r♦✉❣❤
❛ ✇❡❜ ❜r♦✇s❡r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❦s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ✉s❡ ❇❈■❚✬s ❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡
s❡r✈✐❝❡✿

❈♦♥✜❣✉r✐♥❣ ❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡ ♦♥ ❛♥ ❆♣♣❧❡ ▼❛❝✐♥t♦s❤✹

❈♦♥✜❣✉r✐♥❣ ❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡ ✐♥ ❲✐♥❞♦✇s ✼✺

❍♦✇ t♦ ♦♣❡♥ ❛♥❞ s❛✈❡ ✜❧❡s ✐♥ ❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡ ✇❤❡♥ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐♥ ❢r♦♠ ❛ ▼❛❝✐♥t♦s❤✻

❍♦✇ t♦ ♦♣❡♥ ❛♥❞ s❛✈❡ ✜❧❡s ✐♥ ❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡ ✇❤❡♥ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐♥ ❢r♦♠ ❲✐♥❞♦✇s✼

✶✳✶✳✸ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❉❡s❦t♦♣

❲❤❡♥ ②♦✉ st❛rt t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐t ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❞❡s❦t♦♣✳ ❚❤❡ ❞❡s❦t♦♣ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t♦♦❧s
✭❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦r ●❯■s✮ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✜❧❡s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✳
❚❤❡ ✜rst t✐♠❡ ②♦✉ st❛rt ▼❆❚▲❆❇✱ t❤❡ ❞❡s❦t♦♣ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❧❛②♦✉t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

✹❤tt♣✿✴✴❦❜✳❜❝✐t✳❝❛✴sr✴❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡✴✶✸✹✻✳❤t♠❧
✺❤tt♣✿✴✴❦❜✳❜❝✐t✳❝❛✴sr✴❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡✴✶✸✹✺✳❤t♠❧
✻❤tt♣✿✴✴❦❜✳❜❝✐t✳❝❛✴sr✴❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡✴✽✵✼✳❤t♠❧
✼❤tt♣✿✴✴❦❜✳❜❝✐t✳❝❛✴sr✴❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡✴✽✵✻✳❤t♠❧

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❉❡s❦t♦♣✳

✶✳✶✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇

❚❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❲❡ ❡♥t❡r st❛t❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞
❲✐♥❞♦✇ ♣r♦♠♣t✳ ❚❤❡ ♣r♦♠♣t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚r✐❛❧≫ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❧✐❝❡♥s❡ ✇✐❧❧ ❡①♣✐r❡
❛❢t❡r t❤❡ tr✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❡♥❞s✳

• ❊❉❯≫ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡✱ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❙t✉❞❡♥t ❱❡rs✐♦♥✳
• ≫ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✳

✶✳✶✳✸✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞ ❍✐st♦r②

❚❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❍✐st♦r② ✐s ❛ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❍✐st♦r②✳

✶✳✶✳✸✳✸ ❲♦r❦s♣❛❝❡

❚❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❞✉r✐♥❣ ❛ ▼❆❚▲❆❇ s❡ss✐♦♥✳ ❚♦ ♦♣❡♥ t❤❡
❲♦r❦s♣❛❝❡ ❜r♦✇s❡r✱ s❡❧❡❝t ❉❡s❦t♦♣ > ❲♦r❦s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❞❡s❦t♦♣✱ ♦r t②♣❡

≫ ✇♦r❦s♣❛❝❡

❛t t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ♣r♦♠♣t✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❲♦r❦s♣❛❝❡✳

✶✳✶✳✸✳✹ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r

❚❤❡ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❋✐♥❞❡r ✐♥ ▼❛❝ ❖❙ ❳ ♦r ❲✐♥❞♦✇s ❊①♣❧♦r❡r ✐♥ ❲✐♥❞♦✇s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜r♦✇s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❧❡s ❛♥❞ ❢♦❧❞❡rs✳ ❚❤❡ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ✜❧❡s ✐♥
②♦✉r ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t♦r② ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞❡rs ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r ❞♦❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❦t♦♣✳

✶✳✶✳✸✳✺ ❚♦♦❧ ❙tr✐♣

❚❤❡ t♦♦❧ str✐♣ ❝♦♥t❛✐♥s ❣❧♦❜❛❧ t❛❜s✱ ❍♦♠❡✱ P❧♦ts ❛♥❞ ❆♣♣s✳ ❈♦♥t❡①t✉❛❧ t❛❜s ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ②♦✉
♥❡❡❞ t❤❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚♦♦❧ ❙tr✐♣✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❚❛❜s✳

❚❤❡ ♣❧♦ts t❛❜ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❧♦t ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❡❛s✐❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❚❤❡ ♣❧♦ts t❛❜✳

❚❤❡ ❛♣♣s t❛❜ ❣✐✈❡s q✉✐❝❦ ❛❝❝❡ss t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚❤❡ ❛♣♣s t❛❜✳

▲❛②♦✉t ❜✉tt♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡s❦t♦♣ ❧❛②♦✉t ♦r ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ▲❛②♦✉t ❜✉tt♦♥✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✺

✶✳✶✳✸✳✻ ❚♦♦❧❜❛r

❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ t♦♦❧❜❛r ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥✲s❝r❡❡♥ ❜✉tt♦♥s t♦ ❛❝❝❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s✱ ❝♦♣②✱ ♣❛st❡✱
✉♥❞♦ ❛♥❞ r❡❞♦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❚♦♦❧❜❛r✳

✶✳✶✳✸✳✼ ❑❡②❜♦❛r❞ s❤♦rt❝✉ts

▼❆❚▲❆❇ ♣r♦✈✐❞❡s ❦❡②❜♦❛r❞ s❤♦rt❝✉ts ❢♦r ✈✐❡✇✐♥❣ ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❧✐st✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤❡❧♣✳

✶✳ ❚❤❡ ✉♣ ❛rr♦✇ ❦❡②✱
✷✳ ❚❤❡ t❛❜ ❦❡②✱
✸✳ ❚❤❡ s❡♠✐❝♦❧♦♥ s②♠❜♦❧✳

✶✳✶✳✸✳✼✳✶ ❚❤❡ ❯♣ ❆rr♦✇ ❑❡②

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

≫ ②❂s✐♥✭✹✺✮

❇✉t ✇❡ ♠✐st❛❦❡♥❧② ❡♥t❡r❡❞

≫ ②❂s✐♥❡✭✹✺✮

▼❆❚▲❆❇ r❡t✉r♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♠♣t✿

❄❄❄ ❯♥❞❡❢✐♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♠❡t❤♦❞ ✬s✐♥❡✬ ❢♦r ✐♥♣✉t ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ✬❞♦✉❜❧❡✬✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡t②♣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♣r❡ss t❤❡ ✉♣ ❛rr♦✇ ❦❡②✱ t❤❡ ♠✐st❛❦❡♥❧② ❡♥t❡r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❧❡❢t ❛rr♦✇ ❦❡②✱ ♠♦✈❡ t❤❡ ❝✉rs♦r t♦ t❤❡ ♠✐ss♣❡❧❧❡❞ ❧❡tt❡r✳ ▼❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡ss ❘❡t✉r♥ ♦r ❊♥t❡r t♦
❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳

Pr❡ss✐♥❣ t❤❡ ✉♣ ❛rr♦✇ ❦❡② r❡♣❡❛t❡❞❧② r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t②♣✐♥❣ t❤❡
✜rst ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥t❡r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✉♣ ❛rr♦✇ ❦❡② ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ❚♦
❡①❡❝✉t❡ t❤❛t ❧✐♥❡✱ s✐♠♣❧② ♣r❡ss t❤❡ ❘❡t✉r♥ ♦r ❊♥t❡r ❦❡②✳

✶✳✶✳✸✳✼✳✷ ❚❤❡ ❚❛❜ ❑❡②

❙✉♣♣♦s❡ ②♦✉ ❢♦r❣♦t ❤♦✇ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❇❡❣✐♥ t②♣✐♥❣ ②❂sq ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✿

≫ ②❂sq

❚❤❡♥ ♣r❡ss t❤❡ t❛❜ ❦❡② ❛♥❞ s❝r♦❧❧ ❞♦✇♥ t♦ sqrt✳ ❙❡❧❡❝t ✐t ❛♥❞ ♣r❡ss ❘❡t✉r♥ ♦r ❊♥t❡r ❦❡②✳

≫ ②❂sqrt

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✶✳✶✳✸✳✼✳✸ ❚❤❡ ❙❡♠✐❝♦❧♦♥ ❙②♠❜♦❧

❚❤❡ s❡♠✐❝♦❧♦♥ s②♠❜♦❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ s❝r❡❡♥ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ②♦✉ ✇❛♥t t♦
❦❡❡♣ ②♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❝❧❡❛♥✳

❚②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥tr② ❛♥❞ ♣r❡ss t❤❡ ❘❡t✉r♥ ❦❡②✿

≫ ②❂✷✰✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✿

② ❂

✹

◆♦✇✱ ♣r❡ss t❤❡ ✉♣ ❛rr♦✇ ❦❡② t♦ r❡❝❛❧❧ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥tr②

≫ ②❂✷✰✷

❆♥❞ ✐♥s❡rt ❛ s❡♠✐❝♦❧♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

≫ ②❂✷✰✷❀

◆♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❤♦✇❡✈❡r ▼❆❚▲❆❇ st♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ② ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ t❤❡
✈❛❧✉❡ ② ❜② s✐♠♣❧② t②♣✐♥❣ ② ❛♥❞ ♣r❡ss✐♥❣ ❘❡t✉r♥✳

✶✳✶✳✹ ▼❆❚▲❆❇ ❍❡❧♣

▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❤❡❧♣✿ ❤❡❧♣✱ ❞♦❝ ❛♥❞ ❞❡♠♦s✳

✶✳✶✳✹✳✶ ❍❡❧♣

❚②♣✐♥❣ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❧✐sts ❛❧❧ ♣r✐♠❛r② ❤❡❧♣ t♦♣✐❝s✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❞✐s♣❧❛② ❛ t♦♣✐❝ ❜② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❧✐♥❦✳

≫ ❤❡❧♣

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❍❡❧♣✳

❖r ✐❢ ②♦✉ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ②♦✉ ♥❡❡❞ ❤❡❧♣ ✇✐t❤✱ ②♦✉ ❝❛♥ t②♣❡ ❤❡❧♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞
♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t ❝❧❝ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t②♣❡ ❤❡❧♣ ❝❧❝ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✿

≫ ❤❡❧♣ ❝❧❝

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ≫ ❤❡❧♣ ❝❧❝ ❝♦♠♠❛♥❞✳

❆❧s♦ tr② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞✿ ≫ ❤❡❧♣ ❝❧❡❛r

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ≫ ❤❡❧♣ ❝❧❡❛r ❝♦♠♠❛♥❞✳

❚♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t②♣❡ ❤❡❧♣ s✐♥ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✿

≫ ❤❡❧♣ s✐♥

✶✳✶✳✹✳✷ ❉♦❝

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t♦ ✉s❡ ❤❡❧♣ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ②♦✉ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ②♦✉ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✳ ❖❢t❡♥ t✐♠❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ②♦✉ ✜rst st❛rt ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛s❦ t❤❡ r✐❣❤t q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
▼❆❚▲❆❇✱ ❞♦❝ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❤❡❧♣✳ ■❢ ②♦✉ t②♣❡ ❞♦❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✱ ▼❆❚▲❆❇
♦♣❡♥s ❛ ❜r♦✇s❡r ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ②♦✉ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❤❡❧♣ ❡❛s✐❡r✿

≫ ❞♦❝

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❇✉✐❧t✲✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲✐❦❡ ✉s✐♥❣ ❤❡❧♣ s✐♥✱ tr② t②♣✐♥❣ ❞♦❝ s✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✿

≫ ❞♦❝ s✐♥

✶✳✶✳✹✳✸ ❉❡♠♦s

❨♦✉ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ▼❆❚▲❆❇ t❤r♦✉❣❤ ❞❡♠♦s ❜② t②♣✐♥❣ ❞❡♠♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❧✐♥❦s
t♦ ❞❡♠♦s ✇✐❧❧ ♦♣❡♥ ✐♥ ❍❡❧♣ ❇r♦✇s❡r✳ ❉❡♠♦s ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ s❡♠✐♥❛rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ♣r♦❞✉❝t ❞❡♠♦s ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡
s❡♠✐♥❛rs✽ ✳

≫ ❞❡♠♦

✽❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✴♠❛t❧❛❜✴❞❡♠♦s✳❤t♠❧

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❇✉✐❧t✲✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❉❡♠♦s✳

✶✳✶✳✺ ❯s❡❢✉❧ ❈♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡ ❵❤❡❧♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✬ ✭✇✐t❤♦✉t q✉♦t❡s✮ ❛t
t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✳

❈♦♠♠❛♥❞✴❋✉♥❝t✐♦♥ ▼❡❛♥✐♥❣

❝❧❝ ❈❧❡❛r ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇

❝❧❡❛r ❘❡♠♦✈❡ ✐t❡♠s ❢r♦♠ ✇♦r❦s♣❛❝❡

✇❤♦✱ ✇❤♦s ▲✐st ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ✇♦r❦s♣❛❝❡

✇♦r❦s♣❛❝❡ ❉✐s♣❧❛② ❲♦r❦s♣❛❝❡ ❜r♦✇s❡r

❝❞ ❈❤❛♥❣❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t♦r②

♣✇❞ ❉✐s♣❧❛② ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t♦r②

❝♦♠♣✉t❡r ■❞❡♥t✐❢② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♠♣✉t❡r ♦♥ ✇❤✐❝❤ ▼❆❚▲❆❇ ✐s r✉♥♥✐♥❣

✈❡r ❉✐s♣❧❛② ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❛t❤❲♦r❦s ♣r♦❞✉❝ts

q✉✐t ❚❡r♠✐♥❛t❡ ▼❆❚▲❆❇

❡①✐t ❚❡r♠✐♥❛t❡ ▼❆❚▲❆❇ ✭s❛♠❡ ❛s q✉✐t✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❯s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✳✶✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❤❲♦r❦s ♦✛❡rs ❛ tr✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❆❚✲
▲❆❇ ♦♥ t❤❡✐r ✇❡❜s✐t❡✱

✷✳ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❉❡s❦t♦♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✱ ❈♦♠♠❛♥❞ ❍✐st♦r②✱ ❲♦r❦s♣❛❝❡✱ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r
❛♥❞ ❙t❛rt ❇✉tt♦♥✱

✸✳ ❚❤❡ ✉♣✴❞♦✇♥ ❛rr♦✇ ❦❡②s✱ t❤❡ t❛❜ ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐❝♦❧♦♥ ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦♦❧s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞
❲✐♥❞♦✇✱

✹✳ ▼❆❚▲❆❇ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❤❡❧♣✱ ❞♦❝ ❛♥❞ ❞❡♠♦✱
✺✳ ❱❛r✐♦✉s ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛❦❡ ▼❆❚▲❆❇ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡❛s✐❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧❝✱ ❝❧❡❛r ❛♥❞

❡①✐t✳

✶✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✾

❊①❡r❝✐s❡ ✶✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✷✸✳✮

▲❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠s ✉s✐♥❣ ❤❡❧♣ ❝♦♠♠❛♥❞✿

✶✳ ✇♦r❦s♣❛❝❡
✷✳ ♣❧♦t
✸✳ ❝❧❡❛r
✹✳ ❢♦r♠❛t
✺✳ r♦♦ts

✾❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✸✴✶✳✸✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✸

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✶✳✷✳✶ ✭♣✳ ✷✷✮

✶✳

≫ ❤❡❧♣ ✇♦r❦s♣❛❝❡

❲❖❘❑❙P❆❈❊ ❖♣❡♥ ❲♦r❦s♣❛❝❡ ❜r♦✇s❡r t♦ ♠❛♥❛❣❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡

❲❖❘❑❙P❆❈❊ ❖♣❡♥s t❤❡ ❲♦r❦s♣❛❝❡ ❜r♦✇s❡r ✇✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❲♦r❦s♣❛❝❡✳ ❉✐s♣❧❛②❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞✱

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✱ s❛✈❡❞✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❡❞✳

❙❡❡ ❛❧s♦ ✇❤♦s✱ ♦♣❡♥✈❛r✱ s❛✈❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛❣❡ ✐♥ ❍❡❧♣ ❜r♦✇s❡r

❞♦❝ ✇♦r❦s♣❛❝❡

≫

✷✳

≫ ❤❡❧♣ ♣❧♦t

P▲❖❚ ▲✐♥❡❛r ♣❧♦t✳

P▲❖❚✭❳✱❨✮ ♣❧♦ts ✈❡❝t♦r ❨ ✈❡rs✉s ✈❡❝t♦r ❳✳ ■❢ ❳ ♦r ❨ ✐s ❛ ♠❛tr✐①✱

t❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ r♦✇s ♦r ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱

✇❤✐❝❤❡✈❡r ❧✐♥❡ ✉♣✳ ■❢ ❳ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ❨ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✱ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞

❧✐♥❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛t

❳✳ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳

✸✳

≫ ❤❡❧♣ ❝❧❡❛r

❈▲❊❆❘ ❈❧❡❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠❡♠♦r②✳

❈▲❊❆❘ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳

❈▲❊❆❘ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❞♦❡s t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣✳

❈▲❊❆❘ ●▲❖❇❆▲ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈▲❊❆❘ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ▼✲ ❛♥❞ ▼❊❳✲❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❈▲❊❆❘ ❆▲▲ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❣❧♦❜❛❧s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❊❳ ❧✐♥❦s✳

❈▲❊❆❘ ❆▲▲ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❏❛✈❛ ♣❛❝❦❛❣❡s ✐♠♣♦rt

❧✐st✳

✳✳✳✳✳✳

✹✳

≫ ❤❡❧♣ ❢♦r♠❛t

❋❖❘▼❆❚ ❙❡t ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t✳

❋❖❘▼❆❚ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥♣✉ts s❡ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t t♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ❢❧♦❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋❖❘▼❆❚ ❙❍❖❘❚✳

✳✳✳✳✳✳

✺✳

≫ ❤❡❧♣ r♦♦ts

❘❖❖❚❙ ❋✐♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r♦♦ts✳

❘❖❖❚❙✭❈✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❈✳ ■❢ ❈ ❤❛s ◆✰✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❈✭✶✮✯❳❫◆ ✰ ✳✳✳ ✰ ❈✭◆✮✯❳ ✰ ❈✭◆✰✶✮✳

✳✳✳✳✳✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✷

●❡tt✐♥❣ ❙t❛rt❡❞

✷✳✶ ❊ss❡♥t✐❛❧s✶

▲❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❦✐❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡
❜✉✐❧❞ ♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ r❛t❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇❡
❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t ▼❆❚▲❆❇ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❣❡t ❤❡❧♣✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ●❯■✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ ❜❛s✐❝ ♠❛t❤ s❦✐❧❧s ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❞ r♦♦ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✵✾✴✶✳✸✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✷✺
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✷✳✶✳✶ ❇❛s✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✷✳✶✳✶✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t♦rs

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❛❞❞t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✿

❖♣❡r❛t♦r ◆❛♠❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✰ P❧✉s ❆❞❞✐t✐♦♥

✲ ▼✐♥✉s ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥

✯ ❆st❡r✐s❦ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

✴ ❋♦r✇❛r❞ ❙❧❛s❤ ❉✐✈✐s✐♦♥

\ ❇❛❝❦ ❙❧❛s❤ ▲❡❢t ▼❛tr✐① ❉✐✈✐s✐♦♥

❫ ❈❛r❡t P♦✇❡r

✳✯ ❉♦t ❆st❡r✐s❦ ❆rr❛② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✮

✳✴ ❉♦t ❙❧❛s❤ ❘✐❣❤t ❛rr❛② ❞✐✈✐❞❡ ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✮

✳\ ❉♦t ❇❛❝❦ ❙❧❛s❤ ▲❡❢t ❛rr❛② ❞✐✈✐❞❡ ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✮

✳❫ ❉♦t ❈❛r❡t ❆rr❛② ♣♦✇❡r ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❖♣❡r❛t♦rs

♥♦t❡✿ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❧❛s❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺ ✭▲✐♥❡❛r
❊q✉❛t✐♦♥s✮✳

✐♠♣♦rt❛♥t✿ ▼❛tr✐① ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛rr❛② ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❢♦r♠❡❞ ❜② r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡ A =















1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16















✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❆ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✹ r♦✇s ❛♥❞ ✹ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛ ✹①✹ ♠❛tr✐①✳ ✭s❡❡ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✷ ✮✳

✐♠♣♦rt❛♥t✿ ❘♦✇ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ r♦✇✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r

✐s ❛ ✶①♥ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r✳ B =
(

1 2 3 4 5
)

✐♠♣♦rt❛♥t✿ ❈♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❆s t❤❡ t❡r♠ ✐♠♣❧✐❡s✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡
❝♦❧✉♠♥✳ ❆ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛♥ ♥①✶ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✳

C =





















1

2

3

4

5





















✷❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▼❛tr✐①❴✪✷✽♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✪✷✾

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✼

♥♦t❡✿ ❆rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛rr❛②s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ① ✐s ❛♥ ❛ ❜②
❜ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ② ✐s ❛ ❝ ❜② ❞ ♠❛tr✐① t❤❡♥ ①✳✯② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❂❝ ❛♥❞ ❜❂❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ① ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷ r♦✇s ❛♥❞ ✸ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛ ✷①✸ ♠❛tr✐①✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱

② ❤❛s ✷ r♦✇s ❛♥❞ ✸ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ x =





1 2 3

4 5 6



 ❛♥❞ y =





10 20 30

40 50 60



 t❤❡♥ x. ∗ y =





10 40 90

160 250 360





❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❇❛s✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✳

✷✳✶✳✶✳✷ ❖♣❡r❛t♦r Pr❡❝❡❞❡♥❝❡

▼❆❚▲❆❇ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ❜② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ▼❆❚▲❆❇ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r ▼❆❚▲❆❇ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❜❡❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧
t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st✳

✶✳ P❛r❡♥t❤❡s❡s ✭✮
✷✳ P♦✇❡r ✭❫✮
✸✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✯✮✱ r✐❣❤t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✭✴✮✱ ❧❡❢t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✭\✮
✹✳ ❆❞❞✐t✐♦♥ ✭✰✮✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✭✲✮

✷✳✶✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s

▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ sq✉❛r❡ r♦♦t✱
❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ❛♥❞ s✐♥❡✳

✐♠♣♦rt❛♥t✿ ❚②♣✐♥❣ ♣✐ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✸✳✶✹✶✻✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s✐♥❡ ♦❢ ♣✐✱ t②♣❡ ✐♥ s✐♥✭♣✐✮ ❛♥❞
♣r❡ss ❡♥t❡r✳

✐♠♣♦rt❛♥t✿ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ r❛❞✐❛♥s✳ ▼✉❧t✐♣❧② ❞❡❣r❡❡s ❜② ♣✐✴✶✽✵
t♦ ❣❡t r❛❞✐❛♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✐♥✭✾✵✮✱ t②♣❡ ✐♥ s✐♥✭✾✵✯♣✐✴✶✽✵✮✳

✇❛r♥✐♥❣✿ ■♥ ▼❆❚▲❆❇ ❧♦❣ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♥ ♦❢ ✶✵✱ t②♣❡
✐♥ ❧♦❣✭✶✵✮ ❛♥❞ ♣r❡ss ❡♥t❡r✱ ✭❛♥s ❂ ✷✳✸✵✷✻✮✳

✇❛r♥✐♥❣✿ ▼❆❚▲❆❇ ❛❝❝❡♣ts ❧♦❣✶✵ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ ✭❜❛s❡ ✶✵✮ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✶✵✱ t②♣❡
✐♥ ❧♦❣✶✵✭✶✵✮ ❛♥❞ ♣r❡ss ❡♥t❡r✱ ✭❛♥s ❂ ✶✮✳

Pr❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ ②♦✉rs❡❧❢ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇❡ s✉r❡ t♦
r❡❛❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❞♦❝ ♣❛❣❡s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s❡❧❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✶✳ 23

32−1 ✱

✷✳ 50.5 − 1
✸✳ π

4 d
2 ❢♦r ❞❂✷

▼❆❚▲❆❇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ 23

32−1 ✐s ❡♥t❡r❡❞ ❜② t②♣✐♥❣ ✷❫✸✴✭✸❫✷✲✶✮ ✭❛♥s ❂ ✶✮

✷✳ 50.5 − 1 ✐s ❡♥t❡r❡❞ ❜② t②♣✐♥❣ sqrt✭✺✮✲✶ ✭❛♥s ❂ ✶✳✷✸✻✶✮
✸✳ π

4 d
2 ❢♦r ❞❂✷ ✐s ❡♥t❡r❡❞ ❜② t②♣✐♥❣ ♣✐✴✹✯✷❫✷ ✭❛♥s ❂ ✸✳✶✹✶✻✮

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✶✳ e2

✷✳ ln
(

510
)

✸✳ log105

▼❆❚▲❆❇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❡①♣✭✷✮ ✭❛♥s ❂ ✼✳✸✽✾✶✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✷✾

✷✳ ❧♦❣✭✭✺❫✶✵✮✮ ✭❛♥s ❂ ✶✻✳✵✾✹✹✮
✸✳ ❧♦❣✶✵✭✶✵❫✺✮ ✭❛♥s ❂ ✺✮

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✶✳ cos
(

π

6

)

✷✳ tan (45)
✸✳ sin (π) + cos (45)

▼❆❚▲❆❇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❝♦s✭♣✐✴✻✮ ✭❛♥s ❂ ✵✳✽✻✻✵✮
✷✳ t❛♥✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮ ✭❛♥s ❂ ✶✳✵✵✵✵✮
✸✳ s✐♥✭♣✐✮✰❝♦s✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮ ✭❛♥s ❂ ✵✳✼✵✼✶✮

✷✳✶✳✸ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦r♠❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡
s❤♦rt ❢♦r♠❛t ✐s s❡t ❜② ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❞✐❣✐ts ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣♦✐♥t
✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ ❢♦r♠❛t ♣r♦❞✉❝❡s ✶✺ ❞✐❣✐ts ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣♦✐♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✺
❈❛❧❝✉❧❛t❡ θ = tan

(

π

3

)

❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② r❡s✉❧ts ✐♥ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❢♦r♠❛ts✳
❚❤❡ s❤♦rt ❢♦r♠❛t ✐s s❡t ❜② ❞❡❢❛✉❧t✿

≫ t❤❡t❛❂t❛♥✭♣✐✴✸✮

t❤❡t❛ ❂

✶✳✼✸✷✶

≫

❆♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ ❢♦r♠❛t ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❜② t②♣✐♥❣ ❢♦r♠❛t ❧♦♥❣✿

≫ t❤❡t❛❂t❛♥✭♣✐✴✸✮

t❤❡t❛ ❂

✶✳✼✸✷✶

≫ ❢♦r♠❛t ❧♦♥❣

≫ t❤❡t❛

t❤❡t❛ ❂

✶✳✼✸✷✵✺✵✽✵✼✺✻✽✽✼✼

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✷✳✶✳✹ ❱❛r✐❛❜❧❡s

■♥ ▼❆❚▲❆❇✱ ❛ ♥❛♠❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♣✐ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② π✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣✐ ❛♥s ❂ ✸✳✶✹✶✻

✇❛r♥✐♥❣✿ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ❝❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣♣❡r✲ ❛♥❞ ❧♦✇❡r❝❛s❡
❧❡tt❡rs ✭❡✳❣✳ ❞❛t❛✱ ❉❆❚❆ ❛♥❞ ❉❛❚❛ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡s
❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ②♦✉ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ❤❡❧♣✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♣♣❡r✲❝❛s❡ ❧❡tt❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❈▲❊❆❘✮ ♦♥❧② t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡♠✳ ❉♦ ♥♦t ✉s❡ ✉♣♣❡r✲❝❛s❡ ❧❡tt❡rs
✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s✳

✷✳✶✳✹✳✶ ❉❡❝❧❛r✐♥❣ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❙❝❛❧❛rs ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s
♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐③❡ ✶①✶ ✭s❝❛❧❛r✮✱ ✶①♥ ✭r♦✇ ✈❡❝t♦r✮ ♦r ♥①✶ ✭❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✮✳

✷✳✶✳✹✳✶✳✶ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❝❛❧❛r

❚❤❡ t❡r♠ s❝❛❧❛r ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ r❡❢❡rs t♦ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❝❛❧❛rs ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ❡❛s②✱
t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❂ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✻
❛ ❂ ✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t②✳

✷✳✶✳✹✳✶✳✷ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘♦✇ ❱❡❝t♦r

❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❧❛♥❦s ♦r ❝♦♠♠❛s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✼
▲❡t✬s t②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✿

❜ ❂ ❬✶ ✷ ✸ ✹ ✺❪

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✸✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐t②✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ◆❡✇ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜✉tt♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ t♦♦❧ str✐♣✱ s❡❧❡❝t
❍♦♠❡ > ◆❡✇ ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥♥❛♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❇② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐t❧❡ ✉♥♥❛♠❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♥❛♠❡ ✐t t♦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✳
❇② ❞♦✉❜❧❡✲❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♣❡♥ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦
s♣r❡❛❞s❤❡❡t ❧♦♦❦✐♥❣ t❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜✉tt♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦♦❧ str✐♣✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✳

✷✳✶✳✹✳✶✳✸ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦❧✉♠♥ ❱❡❝t♦r

❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❡♥❞❡❞ ❜② ❛ s❡♠✐❝♦❧♦♥✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✽
❝ ❂ ❬✶❀✷❀✸❀✹❀✺❀❪

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐t②✳

❖r ❜② tr❛♥s♣♦s✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✬ ♦♣❡r❛t♦r✿
❝ ❂ ❬✶ ✷ ✸ ✹ ✺❪✬

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐t② ❜② tr❛♥s♣♦s✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✬ ♦♣❡r❛t♦r✳

❖r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ●❊❚❚■◆● ❙❚❆❘❚❊❉

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐t② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✳

✷✳✶✳✹✳✶✳✹ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛tr✐①

▼❛tr✐❝❡s ❛r❡ t②♣❡❞ ✐♥ r♦✇s ✜rst ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s❡♠✐❝♦❧♦♥s t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s
❜❡❧♦✇✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✾
▲❡t ✉s t②♣❡ ✐♥ ❛ ✷①✺ ♠❛tr✐①✿

❞ ❂ ❬✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵❀ ✶ ✸ ✺ ✼ ✾❪

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ✷①✺ ♠❛tr✐①✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✵
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✺①✷ ♠❛tr✐①✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ✺①✷ ♠❛tr✐①✳

✷✳✶✳✺ ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛t✐♦♥s

❙②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ st✉❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❡ ♦❢t❡♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆s ②♦✉ ❧❡❛r♥❡❞
❡❛r❧✐❡r✱ ▼❆❚▲❆❇ st❛♥❞s ❢♦r ▼❛tr✐① ▲❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ ❤❛s ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✶
▲❡t✬s s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✿

x+ y = 1 ✭✷✳✶✮

2x− 5y = 9 ✭✷✳✷✮

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②
✶ ❛♥❞ ✶ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✷ ❛♥❞ ✲✺ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿





1 1

2 −5



 ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❜② t②♣✐♥❣ ❆❂❬✶ ✶❀ ✷ ✲✺❪✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





1

9



 ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❜② t②♣✐♥❣ ❇❂ ❬✶❀✾❪✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧❡❢t ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐ss✉❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♠♠❛♥❞✿ ❈❂❆\❇✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ st❡♣s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

≫ ❆❂❬✶ ✶❀ ✷ ✲✺❪

❆ ❂

✶ ✶

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✸✼

✷ ✲✺

≫ ❇❂ ❬✶❀✾❪

❇ ❂

✶

✾

≫ ❈❂❆\❇

❈ ❂

✷

✲✶

≫

❚❤❡ r❡s✉❧t ❈ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✷ ❛♥❞ ✶ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ① ❛♥❞ ②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✶✳✻ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ▼❆❚▲❆❇ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊q✉❛❧❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈✐♥❣ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✭♦r s✉❜tr❛❝t✐♥❣✮ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✭s❡❡ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✸ ✮✳

ax2 + bx+ c = 0 ✭✷✳✺✮

f (x) = ax2 + bx+ c ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ❝♦❡✛❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐♥❛❧ ❛r❡ ❡♥t❡r❡❞ ❛s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✷
❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ y = 2x4 + 3x3 + 5x2 + x+ 10

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✺ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ✺ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ♣❂❬✷ ✸ ✺ ✶ ✶✵❪

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✸
❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ y = 3x4 + 4x2 − 5

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✶ ❛r❡ ✵✳ ❚❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r
st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ✺ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t✇♦ ③❡r♦s ❢♦r t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ♣♦✇❡r ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✶✿ ♣❂❬✸ ✵ ✹ ✵ ✲✺❪✳

✷✳✶✳✻✳✶ ❚❤❡ ♣♦❧②✈❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ① ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ♣♦❧②✈❛❧✭♣✱①✮ ✇❤❡r❡ ♣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ① ✐s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r✳

✸❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴P♦❧②♥♦♠✐❛❧

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✹
❊✈❛❧✉❛t❡ ❢✭①✮ ❛t ✺✳

f (x) = 3x2 + 2x+ 1 ✭✷✳✼✮

❚❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢✭①✮ ❛❜♦✈❡ ✐s ♣❂❬✸ ✷ ✶❪✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢✭①✮ ❛t ✺✱ ✇❡ t②♣❡ ✐♥✿
♣♦❧②✈❛❧✭♣✱✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦✇s t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t✿

≫ ♣❂❬✸ ✷ ✶❪

♣ ❂

✸ ✷ ✶

≫ ♣♦❧②✈❛❧✭♣✱✺✮

❛♥s ❂

✽✻

≫

✷✳✶✳✻✳✷ ❚❤❡ r♦♦ts ❋✉♥❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

ax2 + bx+ c = 0 ✭✷✳✽✮

Pr♦❜❛❜❧② ②♦✉ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥✉♠❡r♦✉s t✐♠❡s✳ ■♥ ▼❆❚▲❆❇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r♦♦ts

❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r♦♦ts ✈❡r② ❡❛s✐❧②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✺
❋✐♥❞ t❤❡ r♦♦ts ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

0.6x2 + 0.3x− 0.9 = 0 ✭✷✳✾✮

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ r♦♦ts✱ ✜rst ✇❡ ❡♥t❡r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t♦ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ♣ ✇✐t❤ ♣❂❬✵✳✻ ✵✳✸

✲✵✳✾❪ ❛♥❞ ✐ss✉❡ t❤❡ r❂r♦♦ts✭♣✮ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t✿

≫ ♣❂❬✵✳✻ ✵✳✸ ✲✵✳✾❪

♣ ❂

✵✳✻✵✵✵ ✵✳✸✵✵✵ ✲✵✳✾✵✵✵

≫ r❂r♦♦ts✭♣✮

r ❂

✲✶✳✺✵✵✵

✶✳✵✵✵✵

≫

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✸✾

✷✳✶✳✼ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛ ❙t❛t❡♠❡♥t

❨♦✉ ✇✐❧❧ s♦♦♥ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t②♣✐♥❣ ❧♦♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ♦r ✐♥ t❤❡ t❤❡ ❚❡①t ❊❞✐t♦r ♠❛❦❡s
✐t ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ②♦✉r ❝♦❞❡✳ ❚♦ s♣❧✐t ❛ ❧♦♥❣ st❛t❡♠❡♥t ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡s s✐♠♣❧② ❡♥t❡r t❤r❡❡
♣❡r✐♦❞s ✧✳✳✳✧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝❛rr② ♦♥ ✇✐t❤ ②♦✉r st❛t❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✻
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s✿

≫ s✐♥✭♣✐✮✰❝♦s✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮✲s✐♥✭♣✐✴✷✮✰❝♦s✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮✰t❛♥✭♣✐✴✸✮

❛♥s ❂

✷✳✶✹✻✸

≫ s✐♥✭♣✐✮✰❝♦s✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮✲s✐♥✭♣✐✴✷✮✳✳✳

✰❝♦s✭✹✺✯♣✐✴✶✽✵✮✰t❛♥✭♣✐✴✸✮

❛♥s ❂

✷✳✶✹✻✸

≫

✷✳✶✳✽ ❈♦♠♠❡♥ts

❈♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s❝r✐♣ts ♠♦r❡ ✧r❡❛❞❛❜❧❡✧✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t s②♠❜♦❧ ✪ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❊①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✼
❚❤❡ ❧♦♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ s♣❧✐t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ r❡❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t t❤✐s s❝r✐♣t ❞♦❡s✱ s❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇
♦✉t♣✉t✿

t❴✇❛t❡r❂✽✵❀

t❴♦✉ts✐❞❡❂✶✺❀

✐♥♥❡r❴❞✐❛❂✵✳✵✺❀

t❤✐❝❦♥❡ss❂✵✳✵✵✻❀

▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧❂✹✽❀

❆❧❢❛■♥s✐❞❡❂✷✽✵✵❀

❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡❂✶✼❀

t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✵✳✵✶✷❀

▲❛♠❜❞❛❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✵✳✵✸❀

r❴✐❂✐♥♥❡r❴❞✐❛✴✷

r❴♦❂r❴✐✰t❤✐❝❦♥❡ss

r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂r❴♦

r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✰t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥

❆r❡❛■♥s✐❞❡❂✷✯♣✐✯r❴✐

❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❂✷✯♣✐✯r❴♦

❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✷✯♣✐✯r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥

❆r❡❛▼❴♣✐♣❡❂✭✷✯♣✐✯✭r❴♦✲r❴✐✮✮✴❧♦❣✭r❴♦✴r❴✐✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆r❡❛▼❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✭✷✯♣✐✯✭r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✲r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮✮ ✳✳✳

✴❧♦❣✭r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✴r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮

❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❂✭✶✴✭❆❧❢❛■♥s✐❞❡✯❆r❡❛■♥s✐❞❡✮✮✰ ✳✳✳

✭t❤✐❝❦♥❡ss✴✭▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧✯❆r❡❛▼❴♣✐♣❡✮✮✰✭✶✴✭❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡✯❆r❡❛❖✉ts✐❞❡✮✮

❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✭✶✴✭❆❧❢❛■♥s✐❞❡✯❆r❡❛■♥s✐❞❡✮✮✰ ✳✳✳

✭t❤✐❝❦♥❡ss✴✭▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧✯❆r❡❛▼❴♣✐♣❡✮✮✰✭t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✳✳✳

✴✭▲❛♠❜❞❛❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✯❆r❡❛▼❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮✮✰✭✶✴✭❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡✯❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞✮✮

◗❴❞♦t❂✭t❴✇❛t❡r✲t❴♦✉ts✐❞❡✮✴✭❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡✯✶✵✵✵✮

◗❴❞♦t❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✭t❴✇❛t❡r✲t❴♦✉ts✐❞❡✮✴✭❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞✯✶✵✵✵✮

P❡r❝❡♥t❛❣❡❘❡❞✉❝tt✐♦♥❂✭✭◗❴❞♦t✲◗❴❞♦t❴✐♥s✉❧❛t❡❞✮✴◗❴❞♦t✮✯✶✵✵

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✽
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡❞✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♠❡♥ts✿

✪ Pr♦❜❧❡♠ ✶✻✳✵✻

✪ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤❡❛t ❧♦ss ✇❤❡♥ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❤❛✐r ❢❡❧t

✪ ✐s ✇r❛♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✻✳✵✺✮

❢♦r♠❛t s❤♦rt

✪ ■♥♣✉t ❱❛❧✉❡s

t❴✇❛t❡r❂✽✵❀ ✪ ❲❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪

t❴♦✉ts✐❞❡❂✶✺❀ ✪ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪

✐♥♥❡r❴❞✐❛❂✵✳✵✺❀ ✪ ■♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ❬♠❪

t❤✐❝❦♥❡ss❂✵✳✵✵✻❀ ✪ ❬♠❪

▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧❂✹✽❀ ✪ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ st❡❡❧ ❬❲✴♠❑❪

❆❧❢❛■♥s✐❞❡❂✷✽✵✵❀ ✪ ❍❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥t ♦❢ ✐♥s✐❞❡ ❬❲✴♠✷❑❪

❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡❂✶✼❀ ✪ ❍❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❬❲✴♠✷❑❪

✪ ◆❡❣❧❡❝t r❛❞✐❛t✐♦♥

✪ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r

t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✵✳✵✶✷❀ ✪ ❬♠❪

▲❛♠❜❞❛❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✵✳✵✸❀ ✪ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❬❲✴♠❑❪

✪ ❖✉t♣✉t ❱❛❧✉❡s

✪ ◗❴❞♦t❂✭t❴✇❛t❡r✲t❴♦✉ts✐❞❡✮✴❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡

✪ ❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❂✭✶✴✭❆❧❢❛■♥s✐❞❡✯❆r❡❛■♥s✐❞❡✮✮✰✭t❤✐❝❦♥❡ss✴✭▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧✯❆r❡❛▼✮✮✰ ✳✳✳

✭✶✴✭❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡✯❆r❡❛❖✉ts✐❞❡✮

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ t❡r♠s

r❴✐❂✐♥♥❡r❴❞✐❛✴✷ ✪ ■♥♥❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ♣✐♣❡ ❬♠❪

r❴♦❂r❴✐✰t❤✐❝❦♥❡ss ✪ ❖✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ♣✐♣❡ ❬♠❪

r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂r❴♦ ✪ ■♥♥❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❬♠❪

r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✰t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✪ ❖✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ♣✐♣❡ ❬♠❪

❆r❡❛■♥s✐❞❡❂✷✯♣✐✯r❴✐

❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❂✷✯♣✐✯r❴♦

❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✷✯♣✐✯r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥

❆r❡❛▼❴♣✐♣❡❂✭✷✯♣✐✯✭r❴♦✲r❴✐✮✮✴❧♦❣✭r❴♦✴r❴✐✮ ✪ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♠❡❛♥ ❛r❡❛ ❢♦r ♣✐♣❡

❆r❡❛▼❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥❂✭✷✯♣✐✯✭r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✲r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮✮ ✳✳✳

✴❧♦❣✭r❴♦❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✴r❴✐❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮ ✪ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♠❡❛♥ ❛r❡❛ ❢♦r ✐♥s✉❧❛t✐♦♥

❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❂✭✶✴✭❆❧❢❛■♥s✐❞❡✯❆r❡❛■♥s✐❞❡✮✮✰✭t❤✐❝❦♥❡ss✴ ✳✳✳

✭▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧✯❆r❡❛▼❴♣✐♣❡✮✮✰✭✶✴✭❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡✯❆r❡❛❖✉ts✐❞❡✮✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✹✶

❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✭✶✴✭❆❧❢❛■♥s✐❞❡✯❆r❡❛■♥s✐❞❡✮✮✰✭t❤✐❝❦♥❡ss✴ ✳✳✳

✭▲❛♠❜❞❛❴st❡❡❧✯❆r❡❛▼❴♣✐♣❡✮✮✰✭t❤✐❝❦♥❡ss❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✴✭▲❛♠❜❞❛❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✯❆r❡❛▼❴✐♥s✉❧❛t✐♦♥✮✮ ✳✳✳

✰✭✶✴✭❆❧❢❛❖✉ts✐❞❡✯❆r❡❛❖✉ts✐❞❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞✮✮

◗❴❞♦t❂✭t❴✇❛t❡r✲t❴♦✉ts✐❞❡✮✴✭❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡✯✶✵✵✵✮ ✪ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❦❲

◗❴❞♦t❴✐♥s✉❧❛t❡❞❂✭t❴✇❛t❡r✲t❴♦✉ts✐❞❡✮✴✭❚♦t❛❧❘❡s✐st❛♥❝❡❴✐♥s✉❧❛t❡❞✯✶✵✵✵✮ ✪ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❦❲

P❡r❝❡♥t❛❣❡❘❡❞✉❝tt✐♦♥❂✭✭◗❴❞♦t✲◗❴❞♦t❴✐♥s✉❧❛t❡❞✮✴◗❴❞♦t✮✯✶✵✵

✷✳✶✳✾ ❇❛s✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❈♦♠♠❛♥❞ ▼❡❛♥✐♥❣

s✉♠ ❙✉♠ ♦❢ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts

♣r♦❞ Pr♦❞✉❝t ♦❢ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts

sqrt ❙q✉❛r❡ r♦♦t

❧♦❣✶✵ ❈♦♠♠♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✭❜❛s❡ ✶✵✮

❧♦❣ ◆❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠

♠❛① ▼❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛rr❛②

♠✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛rr❛②

♠❡❛♥ ❆✈❡r❛❣❡ ♦r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛rr❛②s

st❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❇❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✶✵ ❙♣❡❝✐❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡rs

❈❤❛r❛❝t❡r ▼❡❛♥✐♥❣

❂ ❆ss✐❣♥♠❡♥t

✭ ✮ Pr✐♦r✐t✐③❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❬ ❪ ❈♦♥str✉❝t ❛rr❛②

✿ ❙♣❡❝✐❢② r❛♥❣❡ ♦❢ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts

✱ ❘♦✇ ❡❧❡♠❡♥t s❡♣❛r❛t♦r ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②

❀ ❈♦❧✉♠♥ ❡❧❡♠❡♥t s❡♣❛r❛t♦r ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②

✳✳✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ st❛t❡♠❡♥t t♦ ♥❡①t ❧✐♥❡

✳ ❉❡❝✐♠❛❧ ♣♦✐♥t✱ ♦r str✉❝t✉r❡ ✜❡❧❞ s❡♣❛r❛t♦r

✪ ■♥s❡rt ❝♦♠♠❡♥t ❧✐♥❡ ✐♥t♦ ❝♦❞❡

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❙♣❡❝✐❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡rs

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ●❊❚❚■◆● ❙❚❆❘❚❊❉

✷✳✶✳✶✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛②✱

✷✳ ▼❆❚▲❆❇ ❝❛♥ st♦r❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞
❜② ▼❆❚▲❆❇ ✭❡✳❣✳ ♣✐ st♦r❡s ✸✳✶✹✶✻✮✱

✸✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥t❡r ♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❛tr✐❝❡s✱
✹✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r✳

▼❆❚▲❆❇ t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✺✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❣✐ts ❞✐s♣❧❛②❡❞✱
✻✳ ❚❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s ✧✳✳✳✧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♣❧✐t ❛ ❧♦♥❣ st❛t❡♠❡♥t ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡s✱
✼✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t s②♠❜♦❧ ✪ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❛♥②t❤✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✪ s②♠❜♦❧ ✐s ✐❣♥♦r❡❞

❜② ▼❆❚▲❆❇✳

✷✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✹

❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

6× 7 + 42 − 24

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮
32+23

45−54 + 640.5−52

45+56+78

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

log102 + 105

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

e2 + 23 − ln
(

e2
)

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

sin (2π) + cos
(

π

4

)

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✻ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

tan
(

π

3

)

+ cos (270) + sin (270) + cos
(

π

3

)

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✼ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

❙♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
2x+ 4y = 1
x+ 5y = 2

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✽ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✹✳✮

❊✈❛❧✉❛t❡ ② ❛t ✺✳
y = 4x4 + 3x2 − x

❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✾ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✹✺✳✮

●✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐s ▲♦❛❞✲●❛❣❡ ▲❡♥❣t❤ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ t②♣❡ ✸✵✹ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ t❤❛t ✉♥❞❡r✇❡♥t ❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳
❖r✐❣✐♥❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✶✷✳✼ ♠♠✳ ✺

✹❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✹✴✶✳✼✴❃✳
✺■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡rs ❜② ❏✳ ❋✳ ❙❤❛❝❦❡❧❢♦r❞✱ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✳ ➞✶✾✽✺✱ ✭♣✳✸✵✹✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✹✸

▲♦❛❞ ❬◆❪ ●❛❣❡ ▲❡♥❣t❤ ❬♠♠❪

✵✳✵✵✵ ✺✵✳✽✵✵✵

✹✽✾✵ ✺✵✳✽✶✵✷

✾✼✼✾ ✺✵✳✽✷✵✸

✶✹✻✼✵ ✺✵✳✽✸✵✺

✶✾✺✻✵ ✺✵✳✽✹✵✻

✷✹✹✺✵ ✺✵✳✽✺✵✽

✷✼✻✷✵ ✺✵✳✽✻✶✵

✷✾✸✾✵ ✺✵✳✽✼✶✶

✸✷✻✽✵ ✺✵✳✾✵✶✻

✸✸✾✺✵ ✺✵✳✾✷✼✵

✸✹✺✽✵ ✺✵✳✾✺✷✹

✸✺✷✷✵ ✺✵✳✾✼✼✽

✸✺✼✷✵ ✺✶✳✵✵✸✷

✹✵✺✹✵ ✺✶✳✽✶✻

✹✽✸✾✵ ✺✸✳✸✹✵

✺✾✵✸✵ ✺✺✳✽✽✵

✻✺✽✼✵ ✺✽✳✹✷✵

✻✾✹✷✵ ✻✵✳✾✻✵

✻✾✻✼✵ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ✻✶✳✹✻✽

✻✽✶✺✵ ✻✸✳✺✵✵

✻✵✽✶✵ ✭❢r❛❝t✉r❡✮ ✻✻✳✵✹✵ ✭❛❢t❡r ❢r❛❝t✉r❡✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✹

σ = P

A
✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ ❬◆❪ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ❆ ❬m2❪ ❛♥❞

t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ǫ = ∆l
l
✱ ✇❤❡r❡∆l ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤✳

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡
t❡st✳ ❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞✳✻

✻❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✹✴❧❛t❡st✴❈❤♣✷❴❊①❡r❝✐s❡✾✳③✐♣❃

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✶ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ ✭✻✯✼✮✰✹❫✷✲✷❫✹ ✭❛♥s ❂ ✹✷✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✷ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ ✭✭✸❫✷✰✷❫✸✮✴✭✹❫✺✲✺❫✹✮✮✰✭✭sqrt✭✻✹✮✲✺❫✷✮✴✭✹❫✺✰✺❫✻✰✼❫✽✮✮ ✭❛♥s ❂ ✵✳✵✹✷✻✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✸ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ ❧♦❣✶✵✭✶✵❫✷✮✰✶✵❫✺ ✭❛♥s ❂ ✶✵✵✵✵✷✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✹ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ ❡①♣✭✷✮✰✷❫✸✲❧♦❣✭❡①♣✭✷✮✮ ✭❛♥s ❂ ✶✸✳✸✽✾✶✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✺ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ s✐♥✭✷✯♣✐✮✰❝♦s✭♣✐✴✹✮ ✭❛♥s ❂ ✵✳✼✵✼✶✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✻ ✭♣✳ ✹✷✮
≫ t❛♥✭♣✐✴✸✮✰❝♦s✭✷✼✵✯♣✐✴✶✽✵✮✰s✐♥✭✷✼✵✯♣✐✴✶✽✵✮✰❝♦s✭♣✐✴✸✮ ✭❛♥s ❂ ✶✳✷✸✷✶✮
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✼ ✭♣✳ ✹✷✮

≫ ❆❂❬✷ ✹❀ ✶ ✺❪

❆ ❂

✷ ✹

✶ ✺

≫ ❇❂❬✶❀ ✷❪

❇ ❂

✶

✷

≫ ❙♦❧✉t✐♦♥❂❆\❇

❙♦❧✉t✐♦♥ ❂

✲✵✳✺✵✵✵

✵✳✺✵✵✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✽ ✭♣✳ ✹✷✮

≫ ♣❂❬✹ ✵ ✸ ✲✶ ✵❪

♣ ❂

✹ ✵ ✸ ✲✶ ✵

≫ ♣♦❧②✈❛❧✭♣✱✺✮

❛♥s ❂

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✹✺

✷✺✼✵

≫

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✷✳✷✳✾ ✭♣✳ ✹✷✮
❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❛t❤❡r ❛ ❧❛r❣❡ t❛❜❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r ✐s ♠♦r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❙❡❡ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ▲♦❛❞ ✐♥ ◆❡✇t♦♥s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♠♠✳

◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛✳

❆r❡❛❂♣✐✴✹✯✭✵✳✵✶✷✼❫✷✮

❆r❡❛ ❂

✶✳✷✻✻✽❡✲✵✵✹

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ▼P❛✿

❙✐❣♠❛❂✭▲♦❛❞❴◆✳✴❆r❡❛✮✯✶✵❫✭✲✻✮

❙✐❣♠❛ ❂

✵

✸✽✳✻✵✷✷

✼✼✳✶✾✻✹

✶✶✺✳✽✵✻✺

✶✺✹✳✹✵✽✻

✶✾✸✳✵✶✵✽

✷✶✽✳✵✸✺✶

✷✸✷✳✵✵✼✻

✷✺✼✳✾✼✾✷

✷✻✽✳✵✵✹✼

✷✼✷✳✾✼✽✵

✷✼✽✳✵✸✵✷

✷✽✶✳✾✼✼✸

✸✷✵✳✵✷✻✾

✸✽✶✳✾✾✺✺

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✹✼

✹✻✺✳✾✽✽✽

✺✶✾✳✾✽✹✹

✺✹✽✳✵✵✽✺

✺✹✾✳✾✽✷✵

✺✸✼✳✾✽✸✵

✹✽✵✳✵✹✵✸

❋♦r str❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✜♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✿

❉❡❧t❛❴▲❂▲❡♥❣t❤❴♠♠✲✺✵✳✽✵✵

❉❡❧t❛❴▲ ❂

✵

✵✳✵✶✵✷
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✵✳✵✸✵✺

✵✳✵✹✵✻

✵✳✵✺✵✽

✵✳✵✻✶✵

✵✳✵✼✶✶

✵✳✶✵✶✻

✵✳✶✷✼✵

✵✳✶✺✷✹

✵✳✶✼✼✽

✵✳✷✵✸✷

✶✳✵✶✻✵

✷✳✺✹✵✵

✺✳✵✽✵✵

✼✳✻✷✵✵

✶✵✳✶✻✵✵

✶✵✳✻✻✽✵

✶✷✳✼✵✵✵

✶✺✳✷✹✵✵

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❙tr❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❊♣s✐❧♦♥❂❉❡❧t❛❴▲✳✴✺✵✳✽✵✵

❊♣s✐❧♦♥ ❂

✵

✵✳✵✵✵✷

✵✳✵✵✵✹

✵✳✵✵✵✻

✵✳✵✵✵✽

✵✳✵✵✶✵

✵✳✵✵✶✷

✵✳✵✵✶✹

✵✳✵✵✷✵

✵✳✵✵✷✺

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✵✳✵✵✸✵

✵✳✵✵✸✺

✵✳✵✵✹✵

✵✳✵✷✵✵

✵✳✵✺✵✵

✵✳✶✵✵✵

✵✳✶✺✵✵

✵✳✷✵✵✵

✵✳✷✶✵✵

✵✳✷✺✵✵

✵✳✸✵✵✵

❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦♦❧♦✇s✿

❬❙✐❣♠❛ ❊♣s✐❧♦♥❪

❛♥s ❂

✵ ✵

✸✽✳✻✵✷✷ ✵✳✵✵✵✷

✼✼✳✶✾✻✹ ✵✳✵✵✵✹

✶✶✺✳✽✵✻✺ ✵✳✵✵✵✻

✶✺✹✳✹✵✽✻ ✵✳✵✵✵✽

✶✾✸✳✵✶✵✽ ✵✳✵✵✶✵

✷✶✽✳✵✸✺✶ ✵✳✵✵✶✷

✷✸✷✳✵✵✼✻ ✵✳✵✵✶✹

✷✺✼✳✾✼✾✷ ✵✳✵✵✷✵

✷✻✽✳✵✵✹✼ ✵✳✵✵✷✺

✷✼✷✳✾✼✽✵ ✵✳✵✵✸✵

✷✼✽✳✵✸✵✷ ✵✳✵✵✸✺

✷✽✶✳✾✼✼✸ ✵✳✵✵✹✵

✸✷✵✳✵✷✻✾ ✵✳✵✷✵✵

✸✽✶✳✾✾✺✺ ✵✳✵✺✵✵

✹✻✺✳✾✽✽✽ ✵✳✶✵✵✵

✺✶✾✳✾✽✹✹ ✵✳✶✺✵✵

✺✹✽✳✵✵✽✺ ✵✳✷✵✵✵

✺✹✾✳✾✽✷✵ ✵✳✷✶✵✵

✺✸✼✳✾✽✸✵ ✵✳✷✺✵✵

✹✽✵✳✵✹✵✸ ✵✳✸✵✵✵

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✸

●r❛♣❤✐❝s

✸✳✶ P❧♦tt✐♥❣ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✶

❆ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ✇♦rt❤ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ✇♦r❞s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐s ✈❡r②
✉s❡❢✉❧✳ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❣r❛♣❤✐❝s t♦♦❧s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ s❡❝t✐♦♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❣r❛♣❤✐❝s ✐♥
▼❆❚▲❆❇ ❍❡❧♣✿ ●r❛♣❤✐❝s✳ ❙t✉❞❡♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ st✉❞② t❤❛t s❡❝t✐♦♥❀ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r②
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧♦tt✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✷✴✶✳✸✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✸✳✶✳✶ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❧♦ts

✸✳✶✳✶✳✶ ❚❤❡ ♣❧♦t ❙t❛t❡♠❡♥t

Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❧♦t ✐s ❜② ✐ss✉✐♥❣ ♣❧♦t✭①✱ ②✮ st❛t❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st ①✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶
❚②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✿

①❂❬✲♣✐✿✳✶✿♣✐❪❀ ②❂s✐♥✭①✮❀ ♣❧♦t✭①✱②✮❀

❆❢t❡r ✇❡ ❡①❡❝✉t❡❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♣❧♦t ♥❛♠❡❞ ❋✐❣✉r❡✶ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ●r❛♣❤ ♦❢ s✐♥✭①✮

❍❛✈✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲♦r❦s♣❛❝❡✱ ① ❛♥❞ ②❂s✐♥✭①✮ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❧❡❝t ① ❛♥❞ ②✱ ❛♥❞ r✐❣❤t
❝❧✐❝❦ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ❛ ♠❡♥✉ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♣❧♦t✭①✱②✮✳ ❙❡❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❧♦t ❢r♦♠ ❲♦r❦s♣❛❝❡✳

✸✳✶✳✶✳✷ ❆♥♥♦t❛t✐♥❣ P❧♦ts

●r❛♣❤s ✇✐t❤♦✉t ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♣❧♦t t✐t❧❡✱ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ① ❛♥❞ ② ❛①❡s✱ ❛♥❞
❧❡❣❡♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❯s✐♥❣ ✉♣ ❛rr♦✇✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞s
❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

①❂❬✲♣✐✿✳✶✿♣✐❪❀②❂s✐♥✭①✮❀♣❧♦t✭①✱②✮❀t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂s✐♥✭①✮✬✮❀①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮❀②❧❛❜❡❧✭✬s✐♥✭①✮✬✮❀❣r✐❞ ♦♥

❘✉♥ t❤❡ ✜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ②♦✉r r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ●r❛♣❤ ♦❢ s✐♥✭①✮ ✇✐t❤ ▲❛❜❡❧s✳

❛s✐❞❡✿ ❚②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t ❛♥❞ ❧❡❛r♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❛♥♥♦t❛t❡
♣❧♦ts✿

❤❡❧♣ ❣t❡①t

❤❡❧♣ ❧❡❣❡♥❞

❤❡❧♣ ③❧❛❜❡❧

✸✳✶✳✶✳✸ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ P❧♦ts

■❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ♠❡r❣❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t✇♦ ❣r❛♣❤s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ②♦✉ ❝❛♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡
t❤❡ t✇♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ tr✐❝❦✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s s✐♥✭①✮ ❛♥❞ ❝♦s✭①✮ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤

✪ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

①❂❬✲♣✐✿✳✶✿♣✐❪❀ ✪❝r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ ✲♣✐ t♦ ✰♣✐ ✇✐t❤ ✳✶ ✐♥❝r❡♠❡♥ts

②✵❂s✐♥✭①✮❀ ✪❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ①

②✶❂❝♦s✭①✮❀ ✪❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦s✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ①

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✸

✪ P❧♦t s✐♥✭①✮ ❛♥❞ ❝♦s✭①✮ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤

♣❧♦t✭①✱②✵✱①✱②✶✮❀

t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ s✐♥✭①✮ ❛♥❞ ❝♦s✭①✮✬✮❀ ✪❚✐t❧❡ ♦❢ ❣r❛♣❤

①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮❀ ✪▲❛❜❡❧ ♦❢ ① ❛①✐s

②❧❛❜❡❧✭✬s✐♥✭①✮✱ ❝♦s✭①✮✬✮❀ ✪▲❛❜❡❧ ♦❢ ② ❛①✐s

❧❡❣❡♥❞✭✬s✐♥✭①✮✬✱✬❝♦s✭①✮✬✮❀ ✪■♥s❡rt ❧❡❣❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s ②✵ ❛♥❞ ②✶ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❣r✐❞ ♦♥ ✪●r❛♣❤ ❣r✐❞ ✐s t✉r♥❡❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ●r❛♣❤ ♦❢ s✐♥✭①✮ ❛♥❞ ❝♦s✭①✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❧❡❣❡♥❞✳

✸✳✶✳✶✳✹ ▼✉❧t✐♣❧❡ P❧♦ts ✐♥ ❛ ❋✐❣✉r❡

▼✉❧t✐♣❧❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❣✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜♣❧♦t ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
t✐♠❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ P❧♦t ❚♦♦❧s✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❛t t♦♦❧ s❡t✱ ❧❡t ✉s ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s s✐♥✭①✮ ❛♥❞ ❝♦s✭①✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❝❧❝ ✪❈❧❡❛rs ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇

❝❧❡❛r ❛❧❧ ✪❈❧❡❛rs t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡

❝❧♦s❡ ❛❧❧ ✪❈❧♦s❡s ❛❧❧ ❢✐❣✉r❡s

❳✶❂❬✲✷✯♣✐✿✳✶✿✷✯♣✐❪❀ ✪❈r❡❛t❡s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ ✲✷✯♣✐ t♦ ✷✯♣✐ ✇✐t❤ ✳✶ ✐♥❝r❡♠❡♥ts

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ●❘❆P❍■❈❙

❨✶❂s✐♥✭❳✶✮❀ ✪❈❛❧❝✉❧❛t❡s s✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ①

❨✷❂❝♦s✭❳✶✮❀ ✪❈❛❧❝✉❧❛t❡s ❝♦s✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ①

❨✸❂❨✶✰❨✷❀ ✪❈❛❧❝✉❧❛t❡s s✐♥✭①✮✰❝♦s✭①✮

❨✹❂❨✶✲❨✷❀ ✪❈❛❧❝✉❧❛t❡s s✐♥✭①✮✲❝♦s✭①✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝r✐♣t ❝❧❡❛rs t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ■t ❛❧s♦ ❝❧♦s❡s ❛♥② ♦♣❡♥
❋✐❣✉r❡s✳ ❆❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❝r✐♣t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❳✶✱ ❨✶✱ ❨✷✱ ❨✸ ❛♥❞ ❨✹ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ◆❡①t✱ s❡❧❡❝t
❋✐❧❡ > ◆❡✇ > ❋✐❣✉r❡✱ ❛ ♥❡✇ ❋✐❣✉r❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ❈❧✐❝❦ ✧❙❤♦✇ P❧♦t ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❉♦❝❦ ❋✐❣✉r❡✧ ♦♥ t❤❡
t♦♦❧ ❜❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ P❧♦t ❚♦♦❧s

❯♥❞❡r ◆❡✇ ❙✉❜♣❧♦ts > ✷❉ ❆①❡s✱ s❡❧❡❝t ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦①❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❢♦✉r s✉❜♣❧♦ts ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉r❡✳
❆❧s♦ ♥♦t✐❝❡✱ t❤❡ ✜✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✉♥❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡s✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈r❡❛t✐♥❣ ❢♦✉r s✉❜ ♣❧♦ts✳

❆❢t❡r t❤❡ s✉❜♣❧♦ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✜rst s✉♣❜❧♦t ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ♦♥ ✧❆❞❞ ❉❛t❛✧✳ ■♥ t❤❡ ❞✐❛❧♦❣
❜♦①✱ s❡t ❳ ❉❛t❛ ❙♦✉r❝❡ t♦ ❳✶ ❛♥❞ ❨ ❉❛t❛ ❙♦✉r❝❡ t♦ ❨✶✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s st❡♣ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜♣❧♦ts ♣❛②✐♥❣
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❨ ❉❛t❛ ❙♦✉r❝❡ ✭❨✷✱ ❨✸ ❛♥❞ ❨✹ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s ✇❤✐❧❡ ❳✶ ✐s ❛❧✇❛②s
t❤❡ ❳ ❉❛t❛ ❙♦✉r❝❡✮✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ●❘❆P❍■❈❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆❞❞✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❛①❡s✳

◆❡①t✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✜rst ✐t❡♠ ✐♥ ✧P❧♦t ❇r♦✇s❡r✧ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ✧Pr♦♣❡rt② ❊❞✐t♦r✧✳ ❋✐❧❧ ♦✉t t❤❡ ✜❡❧❞s ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s st❡♣ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜♣❧♦ts✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❯s✐♥❣ ✧Pr♦♣❡rt② ❊❞✐t♦r✧✳

❙❛✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛s s✐♥①❝♦s①✳❢✐❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t♦r②✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ●❘❆P❍■❈❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚❤❡ ❢♦✉r s✉❜♣❧♦ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✧P❧♦t ❚♦♦❧s✧✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✺✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤❡ ❢♦✉r s✉❜♣❧♦ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❣✉r❡✳

✸✳✶✳✷ ❚❤r❡❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❧♦ts

✸❉ ♣❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ●❯■ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ●❘❆P❍■❈❙

✸✳✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣❧♦t✸ ❙t❛t❡♠❡♥t

❲✐t❤ t❤❡ ❳✶✱❨✶✱❨✷ ❛♥❞ ❨✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✱ t②♣❡ ✐♥ ♣❧♦t✸✭❳✶✱❨✶✱❨✷✮ ❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇
♣r♦♠♣t✳ ❆ ✜❣✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❝❧✐❝❦ ✧❙❤♦✇ P❧♦t ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❉♦❝❦ ❋✐❣✉r❡✧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆ r❛✇ ✸❉ ✜❣✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❧♦t✸✳

❯s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❡❞✐t♦r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ✸❉ Pr♦♣❡rt② ❊❞✐t♦r✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ✸❉ ❣r❛♣❤ ♦❢ ①✱ s✐♥✭①✮✱ ❝♦s✭①✮

❯s❡ ❤❡❧♣ ♦r ❞♦❝ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❧❡❛r♥ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ✸❉ ♣❧♦ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣❡✭①✮✱ s✉r❢✭①✮ ❛♥❞ ♠❡s❤✭①✮✳

✸✳✶✳✸ ◗✉✐✈❡r ♦r ❱❡❧♦❝✐t② P❧♦ts

❚♦ ♣❧♦t ✈❡❝t♦rs✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞r❛✇ ❛rr♦✇s s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐s ✈❡❝t♦r✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❧♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s q✉✐✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ♥❛♠❡❞ t♦ ♣❧♦t ❛rr♦✇s✳ q✉✐✈❡r✭①✱②✱✉✱✈✮
♣❧♦ts ✈❡❝t♦rs ❛s ❛rr♦✇s ❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭①✱②✮ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✉✱✈✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ①✱ ②✱ ✉✱ ❛♥❞ ✈ ♠✉st ❛❧❧
❜❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❖❆✱ ❖❇ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❘ ♦❢ ❖❆ ❛♥❞ ❖❇ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ P❧♦t

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✸

❛❧❧ t❤r❡❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ◗✉✐✈❡r P❧♦t✳

✪ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥

❝❧❡❛r ✪ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦s♣❛❝❡✱

✪ r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡♠ ❢r♦♠ s②st❡♠ ♠❡♠♦r②✳

❝❧❝ ✪ ❝❧❡❛rs ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❞✐s♣❧❛②✱

✪ ❣✐✈✐♥❣ ②♦✉ ❛ ✧❝❧❡❛♥ s❝r❡❡♥✳✧

✪ ■♥♣✉t ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❖❆❂❬✻✵✵ ✸✷✵❪❀ ✪ ❋♦r❝❡ ✶

♠❛❣❖❆❂sqrt✭s✉♠✭❖❆✳❫✷✮✮❀

❖❇❂❬✲✷✵✵ ✲✹✽✵❪❀ ✪ ❋♦r❝❡ ✷

♠❛❣❖❇❂sqrt✭s✉♠✭❖❇✳❫✷✮✮❀

❖❈❂❖❆✰❖❇❀ ✪ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ ❖❆ ❛♥❞ ❖❇

♠❛❣❖❈❂sqrt✭s✉♠✭❖❈✳❫✷✮✮❀ ✪ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ❖❈

❛♥❣❧❡▼❛❣❂❛t❛♥✭❖❈✭✷✮✴❖❈✭✶✮✮✯✶✽✵✴♣✐❀ ✪ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❖❈ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s

✪ ❖✉t♣✉t

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str✶❂ ❬✬❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭♠❛❣❖❈✮✱ ✬ ◆✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✶✮❀

str✷❂ ❬✬❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❛♥❣❧❡▼❛❣✮✱ ✬ ❞❡❣r❡❡s✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✷✮❀

✷❆♣♣❧✐❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ❆✳ ❏❡♥s❡♥✱ ❍✳ ❈❤❡♥♦✇❡t❤ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❘②❡rs♦♥ ▲✐♠✐t❡❞➞✶✾✼✷✱ ✭♣✳ ✶✺✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✪ P❧♦t Pr❡♣❛r❛t✐♦♥

st❛rts ❂ ③❡r♦s✭✸✱✷✮❀ ✪ ❖r✐❣✐♥ ❢♦r ❛❧❧ ✸ ❢♦r❝❡s✱ ✸①✷ ✧③❡r♦✧ ♠❛tr✐①

❡♥❞s ❂ ❬❖❆❀❖❇❀❖❈❪❀ ✪ ❊♥❞ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧ ✸ ❢♦r❝❡s

✈❡❝t♦rs ❂ ❤♦r③❝❛t✭st❛rts✱❡♥❞s✮❀ ✪ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛rr❛②s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②

✪ P❧♦t ❋♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠

✪ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦ts ✈❡❝t♦rs ❛s ❛rr♦✇s

✪ ❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s♣❡❝✐❢✐❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✪ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ① ❛♥❞ ②✳

q✉✐✈❡r✭ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✶ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✷ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✸ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✹ ✮✮❀

❛①✐s ❡q✉❛❧

❣r✐❞

t✐t❧❡✭✬❋♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠✬✮

①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮ ✪ ①✲❛①✐s ❧❛❜❡❧

②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮ ✪ ②✲❛①✐s ❧❛❜❡❧

✈✐❡✇✭✷✮ ✪ s❡tt✐♥❣ ✈✐❡✇ t♦ ✷✲❉

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❖✉t♣✉t ♦❢ q✉✐✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸
❲r✐t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝r✐♣t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❘ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❋✶✱ ❋✷ ❛♥❞ ❋✸ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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♣❧♦t ❛❧❧ ❢♦✉r ❢♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r q✉✐✈❡r✸ ♣❧♦t✳

❝❧❡❛r

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ t❤r❡❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳✬✮

❢✶❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❢✐rst ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✬✮❀

t❤❡t❛✶❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❢✐rst ❢♦r❝❡ ✐♥ ❞❡❣✿ ✬✮❀

❢✷❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✬✮❀

t❤❡t❛✷❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❞❡❣✿ ✬✮❀

❢✸❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐r❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✬✮❀

t❤❡t❛✸❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤✐r❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❞❡❣✿ ✬✮❀

①✶❂❢✶✯❝♦s✭t❤❡t❛✶✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

②✶❂❢✶✯s✐♥✭t❤❡t❛✶✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

❋✶❂❬①✶ ②✶❪❀ ✪ ❋♦r❝❡ ✶

①✷❂❢✷✯❝♦s✭t❤❡t❛✷✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

②✷❂❢✷✯s✐♥✭t❤❡t❛✷✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

❋✷❂❬①✷ ②✷❪❀ ✪ ❋♦r❝❡ ✷

✸❆♣♣❧✐❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ❆✳ ❏❡♥s❡♥✱ ❍✳ ❈❤❡♥♦✇❡t❤ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❘②❡rs♦♥ ▲✐♠✐t❡❞➞✶✾✼✷✱ ✭♣✳ ✶✺✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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①✸❂❢✸✯❝♦s✭t❤❡t❛✸✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

②✸❂❢✸✯s✐♥✭t❤❡t❛✸✯♣✐✴✶✽✵✮❀ ✪ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡

❋✸❂❬①✸ ②✸❪❀ ✪ ❋♦r❝❡ ✸

❘❂❋✶✰❋✷✰❋✸❀ ✪ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ ❋✶✱ ❋✷ ❛♥❞ ❋✸

♠❛❣❘❂sqrt✭s✉♠✭❘✳❫✷✮✮❀ ✪ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ❘

❛♥❣❧❡❂❛t❛♥✭❘✭✷✮✴❘✭✶✮✮✯✶✽✵✴♣✐❀ ✪ ❆♥❣❧❡ ♦❢ ❘ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str✶❂ ❬✬❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭♠❛❣❘✮✱ ✬ ◆✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✶✮❀

str✷❂ ❬✬❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❛♥❣❧❡✮✱ ✬ ❞❡❣r❡❡s✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✷✮❀

st❛rts ❂ ③❡r♦s✭✹✱✸✮❀

❡♥❞s ❂ ❬❋✶❀❋✷❀❋✸❀❘❪❀

❡♥❞s✭✸✱✸✮❂✵❀ ✪ ✐♥♣✉ts ✵s ❢♦r ③ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✸❉

✈❡❝t♦rs ❂ ❤♦r③❝❛t✭st❛rts✱❡♥❞s✮❀ ✪ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛rr❛②s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②

q✉✐✈❡r✸✭ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✶ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✷ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✸ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✹ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✺ ✮✱ ✈❡❝t♦rs✭ ✿✱✻ ✮✮❀ ✪ ❆ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉✐✈❡r ♣❧♦t ❞✐s♣❧❛②s ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✉✱✈✱✇✮ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ✭①✱②✱③✮✱ ✇❤❡r❡ ✉✱ ✈✱ ✇✱ ①✱ ②✱ ❛♥❞ ③ ❛❧❧ ❤❛✈❡ r❡❛❧ ✭♥♦♥✲❝♦♠♣❧❡①✮ ✈❛❧✉❡s✳

❛①✐s ❡q✉❛❧

t✐t❧❡✭✬❋♦r❝❡s ♦♥ ①✲② ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✬✮

①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮ ✪ ①✲❛①✐s ❧❛❜❡❧

②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮ ✪ ②✲❛①✐s ❧❛❜❡❧

✈✐❡✇✭✷✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❖✉t♣✉t ♦❢ q✉✐✈❡r✸ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✹ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ♣❧♦t✭①✱ ②✮ ❛♥❞ ♣❧♦t✸✭❳✶✱❨✶✱❨✷✮ st❛t❡♠❡♥ts ❝r❡❛t❡ ✷✲ ❛♥❞ ✸✲❉ ❣r❛♣❤s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✷✳ P❧♦ts ❛t ♠✐♥✐♠✉♠ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿ t✐t❧❡✱ ①❧❛❜❡❧✱ ②❧❛❜❡❧ ❛♥❞ ❧❡❣❡♥❞✱
✸✳ ❆♥♥♦t❛t❡❞ ♣❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ●❯■ P❧♦t ❚♦♦❧s✱
✹✳ q✉✐✈❡r ❛♥❞ q✉✐✈❡r✸ ♣❧♦ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❞✐❛❣r❛♠s✳

✸✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✹

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✶✳✮

P❧♦t y = a+ bx✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ r❛♥❣❡s ✭✉s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ✵✳✶✮✿

✹❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴✶✳✼✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ●❘❆P❍■❈❙

❛✳ a = 2✱ b = 0.3 ❢♦r 0 ≤ x ≤ 5
❜✳ a = 3✱ b = 0 ❢♦r 0 ≤ x ≤ 10
❝✳ a = 4✱ b = −0.3 ❢♦r 0 ≤ x ≤ 15

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✶✳✮

P❧♦t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ✵✳✵✶ ❛♥❞ a = 6✱ b = 0.8✱ 0 ≤ x ≤ 5✿

❛✳ y = a+ xb

❜✳ y = axb

❝✳ y = asin (x)

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✸✳✮

P❧♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ y = sin(x)
x

❢♦r π

100 ≤ x ≤ 10π ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ π

100

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✹✳✮

❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇♦②❧❡✬s ▲❛✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞✳✺✮

❱♦❧✉♠❡ ❬❝♠❫✸❪ Pr❡ss✉r❡ ❬P❛❪

✼✳✸✹ ✶✵✵✸✸✵

✼✳✷✹ ✶✵✷✷✵✵

✼✳✶✹ ✶✵✸✾✸✵

✼✳✵✹ ✶✵✺✷✼✵

✻✳✽✾ ✶✵✼✹✵✵

✻✳✽✹ ✶✵✽✹✼✵

✻✳✼✾ ✶✵✾✹✵✵

✻✳✻✾ ✶✶✶✶✹✵

✻✳✻✹ ✶✶✷✷✵✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✶

P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ Pr❡ss✉r❡ ✈s ❱♦❧✉♠❡✱ ❛♥♥♦t❛t❡ ②♦✉r ❣r❛♣❤✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✺✳✮

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇♦②❧❡✬s ✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞✳✼✮

❱♦❧✉♠❡ ❬t✉❜❡✲✐♥❝❤❡s❪ Pr❡ss✉r❡ ❬✐♥❝❤❡s✲❍❣❪

✶✷ ✷✾✳✶✷✺

✶✵ ✸✺✳✵✵✵

✽ ✹✸✳✻✽✽

✻ ✺✽✳✷✺✵

✺ ✼✵✳✵✵✵

✹ ✽✼✳✸✼✺

✸ ✶✶✻✳✺✵✵

✺❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴❧❛t❡st✴❈❤♣✸❴❊①❡r❝✐s❡✹✳③✐♣❃
✻■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈✐♥❣ ❜② ❏✳ ❇✳ ❇r♦❝❦♠❛♥✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ■♥❝✳ ➞✷✵✵✾✱ ✭♣✳✷✹✻✮
✼❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴❧❛t❡st✴❈❤♣✸❴❊①❡r❝✐s❡✺✳③✐♣❃

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✻✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✷

P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ Pr❡ss✉r❡ ✈s ❱♦❧✉♠❡✱ ❛♥♥♦t❛t❡ ②♦✉r ❣r❛♣❤✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✻ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✻✳✮

❉✐s♣❧❛② t❤❡ t✇♦ ♣❧♦ts ❝r❡❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ♦♥❡ ♣❧♦t✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✼ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✼✳✮

❆ t❡♥s✐❧❡ t❡st ♦❢ ❙❆❊ ✶✵✷✵ st❡❡❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❧♦✇ ✭❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞✳✽✮ ✾

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❊①t❡♥s✐♦♥ ❬♠♠❪ ▲♦❛❞ ❬❦◆❪

✵✳✵✵ ✵✳✵

✵✳✵✾ ✶✳✾

✵✳✸✶ ✻✳✶

✵✳✹✼ ✾✳✹

✷✳✶✸ ✶✶✳✵

✺✳✵✺ ✶✶✳✼

✶✵✳✺✵ ✶✷✳✵

✶✻✳✺✵ ✶✶✳✾

✷✸✳✼✵ ✶✵✳✼

✷✼✳✼✵ ✾✳✸

✸✹✳✺✵ ✽✳✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✸

P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ▲♦❛❞ ✈s ❊①t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥♥♦t❛t❡ ②♦✉r ❣r❛♣❤✳

❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✽ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✼✽✳✮

●✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐s ❙tr❡ss✲❙tr❛✐♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ t②♣❡ ✸✵✹ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✳ ✶✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭❉❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞✳✶✶✮

✽❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴❧❛t❡st✴❈❤♣✸❴❊①❡r❝✐s❡✼✳③✐♣❃
✾■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡rs ⑤ ■♥str✉❝t♦r✬s ▼❛♥✉❛❧ ❜② ❏✳ ❋✳ ❙❤❛❝❦❡❧❢♦r❞✱ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✳

➞✶✾✾✷✱ ✭♣✳✹✹✵✮
✶✵■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡rs ❜② ❏✳ ❋✳ ❙❤❛❝❦❡❧❢♦r❞✱ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✳ ➞✶✾✽✺✱ ✭♣✳✸✵✹✮
✶✶❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴❧❛t❡st✴❈❤♣✸❴❊①❡r❝✐s❡✽✳③✐♣❃

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙tr❡ss ❬▼P❛❪ ❙tr❛✐♥ ❬♠♠✴♠♠❪

✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵

✸✽✳✻ ✵✳✵✵✵✷

✼✼✳✷ ✵✳✵✵✵✹

✶✶✺✳✽ ✵✳✵✵✵✻

✶✺✹✳✹ ✵✳✵✵✵✽

✶✾✸✳✵ ✵✳✵✵✶✵

✷✶✽✳✵ ✵✳✵✵✶✷

✷✸✷✳✵ ✵✳✵✵✶✹

✷✺✽✳✵ ✵✳✵✵✷✵

✷✻✽✳✵ ✵✳✵✵✷✺

✷✼✸✳✵ ✵✳✵✵✸✵

✷✼✽✳✵ ✵✳✵✵✸✺

✷✽✷✳✵ ✵✳✵✵✹✵

✸✷✵✳✵ ✵✳✵✷✵✵

✸✽✷✳✵ ✵✳✵✺✵✵

✹✻✻✳✵ ✵✳✶✵✵✵

✺✷✵✳✵ ✵✳✶✺✵✵

✺✹✽✳✵ ✵✳✷✵✵✵

✺✺✵✳✵ ✵✳✷✶✵✵

✺✸✽✳✵ ✵✳✷✺✵✵

✹✽✵✳✵ ✵✳✸✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✹

P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❙tr❡ss ✈s ❙tr❛✐♥✱ ❛♥♥♦t❛t❡ ②♦✉r ❣r❛♣❤✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✼✶

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✶ ✭♣✳ ✻✼✮

❛✳

❛❂✷❀ ❜❂✳✸❀ ①❂❬✵✿✳✶✿✺❪❀ ②❂❛✰❜✯①❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛✰❜①✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❜✳

❛❂✸❀ ❜❂✳✵❀ ①❂❬✵✿✳✶✿✶✵❪❀ ②❂❛✰❜✯①❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛✰❜①✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❝✳

❛❂✷❀ ❜❂✳✸❀ ①❂❬✵✿✳✶✿✺❪❀ ②❂❛✰❜✯①❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛✰❜①✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✷ ✭♣✳ ✻✽✮

❛✳

❛❂✻❀ ❜❂✳✽❀ ①❂❬✵✿✳✵✶✿✺❪❀ ②❂❛✰①✳❫❜❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛✰①❫❜✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❜✳

❛❂✻❀ ❜❂✳✽❀ ①❂❬✵✿✳✵✶✿✺❪❀ ②❂❛✯①✳❫❜❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛①❫❜✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❝✳

❛❂✻❀ ①❂❬✵✿✳✵✶✿✺❪❀ ②❂❛✯s✐♥✭①✮❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❛✯s✐♥✭①✮✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✼✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✸ ✭♣✳ ✻✽✮

① ❂ ♣✐✴✶✵✵✿♣✐✴✶✵✵✿✶✵✯♣✐❀

② ❂ s✐♥✭①✮✳✴①❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂s✐♥✭①✮✴①✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ●r❛♣❤ ♦❢ y =

sin(x)
x

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✹ ✭♣✳ ✻✽✮

Pr❡ss✉r❡❂❬✶✵✵✸✸✵✱✶✵✷✷✵✵✱✶✵✸✾✸✵✱✶✵✺✷✼✵✱✶✵✼✹✵✵✱✶✵✽✹✼✵✱✶✵✾✹✵✵✱✶✶✶✶✹✵✱✶✶✷✷✵✵❪❀

❱♦❧✉♠❡❂❬✼✳✸✹✱✼✳✷✹✱✼✳✶✹✱✼✳✵✹✱✻✳✽✾✱✻✳✽✹✱✻✳✼✾✱✻✳✻✾✱✻✳✻✹❪❀

♣❧♦t✭❱♦❧✉♠❡✱ Pr❡ss✉r❡✮✱t✐t❧❡✭✬Pr❡ss✉r❡ ❱♦❧✉♠❡ ●r❛♣❤✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬❱♦❧✉♠❡✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬Pr❡ss✉r❡✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✼✺

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✺ ✭♣✳ ✻✽✮

≫ P❂❬✷✾✳✶✷✺✱✸✺✱✹✸✳✻✽✽✱✺✽✳✷✺✱✼✵✱✽✼✳✸✼✺✱✶✶✻✳✺❪❀

≫ ❱❂❬✶✷✱✶✵✱✽✱✻✱✺✱✹✱✸❪❀

≫ ♣❧♦t✭❱✱P✮✱t✐t❧❡✭✬Pr❡ss✉r❡ ❱♦❧✉♠❡ ●r❛♣❤✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬❱♦❧✉♠❡✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬Pr❡ss✉r❡✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✼✼

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✻ ✭♣✳ ✻✾✮

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✼ ✭♣✳ ✻✾✮

❊①t❡♥s✐♦♥❂❬✵✳✵✵✱✵✳✵✾✱✵✳✸✶✱✵✳✹✼✱✷✳✶✸✱✺✳✵✺✱✶✵✳✺✵✱✶✻✳✺✵✱✷✸✳✼✵✱✷✼✳✼✵✱✸✹✳✺✵❪❀

▲♦❛❞❂❬✵✳✵✱✶✳✾✱✻✳✶✱✾✳✹✱✶✶✳✵✱✶✶✳✼✱✶✷✳✵✱✶✶✳✾✱✶✵✳✼✱✾✳✸✱✽✳✶❪❀

♣❧♦t✭❊①t❡♥s✐♦♥✱ ▲♦❛❞✮✱t✐t❧❡✭✬▲♦❛❞ ✈❡rs✉s ❊①t❡♥s✐♦♥ ❈✉r✈❡✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬❊①t❡♥s✐♦♥✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬▲♦❛❞✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✸✳✷✳✽ ✭♣✳ ✻✾✮
❚❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✿

❚❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

♣❧♦t✭❙tr❛✐♥✱❙tr❡ss✮✱t✐t❧❡✭✬❙tr❡ss ✈❡rs✉s ❙tr❛✐♥ ❈✉r✈❡✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬❙tr❛✐♥ ❬♠♠✴♠♠❪✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬❙tr❡ss ❬♠P❛❪✬✮✱❣r✐❞

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✹

■♥tr♦❞✉❝t♦r② Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣

✹✳✶ ❲r✐t✐♥❣ ❙❝r✐♣ts t♦ ❙♦❧✈❡ Pr♦❜❧❡♠s✶

▼❆❚▲❆❇ ♣r♦✈✐❞❡s s❝r✐♣t✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❛s❦s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ▼❆❚▲❆❇ s❡ss✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❛✈❡❞ ✐♥ ❛ s❝r✐♣t
✜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♠✲✜❧❡✳ ❆♥ ♠✲✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❜② t②♣✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ ♦r ❜②
♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ❜✉tt♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ t❡①t ❡❞✐t♦r t♦♦❧ ❜❛r✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✵✴✶✳✻✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✽✶
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✹✳✶✳✶ ❙❝r✐♣t ❋✐❧❡s

❆ s❝r✐♣t ✐s ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❙❝r✐♣t ✜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜❧❡♥❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✳♠✳
❇② t②♣✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡♥❛♠❡ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦♠♣t✱ ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ t❤❡ s❝r✐♣t ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞
✇✐♥❞♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠✲✜❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r s✉❜✲✇✐♥❞♦✇✳

❆ s❛♠♣❧❡ ♠✲✜❧❡ ♥❛♠❡❞ ❚❤❡r♠❛❧❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳♠ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❡①t ❊❞✐t♦r ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✭✐♥
❣r❡❡♥✮ r✉♥ ❜✉tt♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦♦❧ ❜❛r✱ ♣r❡ss✐♥❣ t❤✐s ❜✉tt♦♥ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ s❝r✐♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✽✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❚❤❡r♠❛❧❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳♠ ✜❧❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❡①t ❊❞✐t♦r✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ ❛♥ ♠✲✜❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶
❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s r❂✵✳✸ ♠ ❤❛s ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ✐s ❤❂✶✳✺ ♠✳ ❲r✐t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝r✐♣t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❛♣♣❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ s♣❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭✹✳✸✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡
❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳

Vcylinder = πr2h ✭✹✳✶✮

Vsphere =
4

3
πr3 ✭✹✳✷✮

Vtop =
2

3
πr3 ✭✹✳✸✮

Vacetylene bottle = Vcylinder + Vtop ✭✹✳✹✮

❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ s❝r✐♣t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ t❡①t ❡❞✐t♦r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡♥✉ ❜❛r s❡❧❡❝t ❋✐❧❡ >

◆❡✇ > ❙❝r✐♣t✳ ❚❤❡ t❡①t ❡❞✐t♦r ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❧❧ ♦♣❡♥ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❋✐rst s❛✈❡ t❤✐s ✜❧❡ ❛s
❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡✳♠✳ ■♥ t❤❛t ✇✐♥❞♦✇ t②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡ ♣❛②✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ s❡♠✐❝♦❧♦♥ s②♠❜♦❧s t♦ ❝♦♠♠❡♥t ♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s r❂✵✳✸ ♠✱

✪ ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ❤❂✶✳✺ ♠✳

r❂✵✳✸❀ ✪ ❘❛❞✐✉s ❬♠❪

❤❂✶✳✺❀ ✪ ❍❡✐❣❤t ❬♠❪

❱♦❧❴t♦♣❂✭✷✯♣✐✯r❫✸✮✴✸❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❬♠✸❪

❱♦❧❴❝②❧❂♣✐✯r❫✷✯❤❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦tt♦♠ ❬♠✸❪

❱♦❧❴t♦t❛❧❂❱♦❧❴t♦♣✰❱♦❧❴❝②❧ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ❬♠✸❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝r✐♣t ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ t❡①t ❡❞✐t♦r✳

❆❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❝r✐♣t ❜② ♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜✉tt♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚❡①t ❊❞✐t♦r t♦♦❧ ❜❛r✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✽✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✳

✹✳✶✳✷ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❋✉♥❝t✐♦♥

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❝r✐♣t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✮ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡
♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✲✜❧❡✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s s❝r✐♣t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡✳♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈❡ ✐t ❛s ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡✳♠✳

❚❤❡ s②♥t❛① ❢♦r ✐♥♣✉t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✉s❡r❘❡s♣♦♥s❡ ❂ ✐♥♣✉t✭✬♣r♦♠♣t✬✮

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷
◆♦✇✱ ❧❡t✬s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥ ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡✳♠ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✜❣✉r❡✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

✪ ✉s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❡♥t❡r

✪ ❛ r❛❞✐✉s r ❢♦r ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣

✪ ❛ ❤❡✐❣❤t ❤ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt

r❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❤❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❱♦❧❴t♦♣❂✭✷✯♣✐✯r❫✸✮✴✸❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❬♠✸❪

❱♦❧❴❝②❧❂♣✐✯r❫✷✯❤❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦tt♦♠ ❬♠✸❪

❱♦❧❴t♦t❛❧❂❱♦❧❴t♦♣✰❱♦❧❴❝②❧ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ❬♠✸❪

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝r✐♣t t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ✉♣♦♥ r✉♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✉s❡r ❦❡②s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥s✇❡r ❛s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✮
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✽✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝r✐♣t✳

✹✳✶✳✸ ❚❤❡ ❞✐s♣ ❋✉♥❝t✐♦♥

❆s ②♦✉ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r s❝r✐♣t ✐s ♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❛tt❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❞✐s♣✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦✇ t❡①t ♦r ❛rr❛②s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❞✐s♣❧❛② ❛ t❡①t
str✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✱ t②♣❡ ✐♥ ❞✐s♣✭✬❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦✬✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ♦✉r ❢r✐❡♥❞❧② ❣r❡❡t✐♥❣ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❍❡❧❧♦ ✇♦r❧❞✦

❞✐s♣✭✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s✱ ✐ss✉❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✿

❜ ❂ ❬✶ ✷ ✸ ✹ ✺❪

❲❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✺ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✿

≫ ❜ ❂ ❬✶ ✷ ✸ ✹ ✺❪

❜ ❂

✶ ✷ ✸ ✹ ✺

◆♦✇ ✐❢ ✇❡ t②♣❡ ✐♥ ❞✐s♣✭❜✮ ❛♥❞ ♣r❡ss ❡♥t❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜✉t ✐ts ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡
♣r✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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≫ ❞✐s♣✭❜✮

✶ ✷ ✸ ✹ ✺

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❞✐s♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸
◆♦✇✱ ❧❡t✬s ♦♣❡♥ ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡✳♠ ✜❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② ✐t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣ ❝♦♠♠❛♥❞✳
❋✐rst s❛✈❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛s ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣✳♠✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦♥✬t ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡
❡rr♦rs t♦ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ✜❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜❧❡ t❤❛t ✉t✐❧✐③❡s t❤❡ ❞✐s♣ ❝♦♠♠❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

✪ ✉s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❡♥t❡r

✪ ❛ r❛❞✐✉s r ❢♦r ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣

✪ ❛ ❤❡✐❣❤t ❤ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✬✮

r❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❤❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❱♦❧❴t♦♣❂✭✷✯♣✐✯r❫✸✮✴✸❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❬♠✸❪

❱♦❧❴❝②❧❂♣✐✯r❫✷✯❤❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦tt♦♠ ❬♠✸❪

❱♦❧❴t♦t❛❧❂❱♦❧❴t♦♣✰❱♦❧❴❝②❧❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ❬♠✸❪

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❞✐s♣✭✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② t❡①t

❞✐s♣✭❱♦❧❴t♦t❛❧✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ✈❛r✐❛❜❧❡

❨♦✉r s❝r❡❡♥ ♦✉t♣✉t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡❧♦✇✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✳✸

❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✶✳✺

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s

✵✳✹✽✵✼

✹✳✶✳✹ ❚❤❡ ♥✉♠✷str ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥✉♠✷str ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛ ♥✉♠❜❡r t♦ ❛ t❡①t str✐♥❣✳ ❇❛s✐❝ s②♥t❛① ✐s str ❂

♥✉♠✷str✭❆✮ ✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ t❡①t ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ str✳ ▲❡t✬s s❡❡ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ✐♥
❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣✳♠✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t♦ s❛✈❡ t❤❡ ✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❡❞✐t✐♥❣
✐t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣✶✳♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✹
❆❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ ❝♦❞❡ t♦ ②♦✉r ✜❧❡✿

str ❂ ❬✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❱♦❧❴t♦t❛❧✮✱ ✬ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳✬❪❀

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ str ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♠❛s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
t❡①t t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✬ ✬✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ str✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❛❦❡
♣❧❛❝❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡①t t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✳ ❯s✐♥❣ s❡♠✐❝♦❧♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡ ♦❢ ♦✉r
s❝r✐♣t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ str ✇✐t❤ ❞✐s♣✭str✮❀✳

❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣✶✳♠ ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✽✾

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

✪ ✉s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❡♥t❡r

✪ ❛ r❛❞✐✉s r ❢♦r ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣

✪ ❛ ❤❡✐❣❤t ❤ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

r❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❤❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❱♦❧❴t♦♣❂✭✷✯♣✐✯r❫✸✮✴✸❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❬♠✸❪

❱♦❧❴❝②❧❂♣✐✯r❫✷✯❤❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦tt♦♠ ❬♠✸❪

❱♦❧❴t♦t❛❧❂❱♦❧❴t♦♣✰❱♦❧❴❝②❧❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ❬♠✸❪

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❱♦❧❴t♦t❛❧✮✱ ✬ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❝r✐♣t s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿

❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✳✸

❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✶✳✺

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ✵✳✹✽✵✻✻ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳

✹✳✶✳✺ ❚❤❡ ❢♦♣❡♥ ❛♥❞ ❢❝❧♦s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦♣❡♥ ♦r ❝r❡❛t❡ ❛ ✜❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ s②♥t❛① ❢♦r ❢♦♣❡♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❢✐❞ ❂ ❢♦♣❡♥✭❢✐❧❡♥❛♠❡✱ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦ ❂ ❢♦♣❡♥✭✬♦✉t♣✉t✳t①t✬✱ ✬✇✬✮❀ ♦♣❡♥s ♦r ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✜❧❡ ♥❛♠❡❞ ♦✉t♣✉t✳t①t ❛♥❞ s❡ts
t❤❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✜❧❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts✱ ✐t ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✳

❢❝❧♦s❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❧♦s❡ ❛ ✜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ t②♣❡ ✐♥ ❢❝❧♦s❡✭❢♦✮❀✱ ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ ✜❧❡ t❤❛t
✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✹✳✶✳✻ ❚❤❡ ❢♣r✐♥t❢ ❋✉♥❝t✐♦♥

❢♣r✐♥t❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡s ❢♦r♠❛tt❡❞ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♠♦♥✐t♦r ♦r ❛ ✜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
s❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✜❧❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✜rst ✇❡ ❝r❡❛t❡ ♦r ♦♣❡♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ✇✐t❤ ❢♦♣❡♥✱ s❡❝♦♥❞
✇❡ ✐ss✉❡ t❤❡ ❢♣r✐♥t❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ✇✐t❤ ❢❝❧♦s❡✳

❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s②♥t❛① ❢♦r ❢♣r✐♥t❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❢♣r✐♥t❢❂✭❢✐❞✱ ❢♦r♠❛t✱ ✈❛r✐❛❜❧❡✶✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✷✱ ✳✳✳✮

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✺
❆❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s t♦ ②♦✉r ✳♠ ✜❧❡✿

❢♦ ❂ ❢♦♣❡♥✭✬♦✉t♣✉t✳t①t✬✱ ✬✇✬✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ♠❡t❡rs \♥✬✱ r✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ♠❡t❡rs \♥✬✱ ❤✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳ \♥✬✱ ❱♦❧❴t♦t❛❧✮❀

❢❝❧♦s❡✭❢♦✮❀

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❍❡r❡✱ ✇❡ ✜rst ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳t①t ✜❧❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r✱ ❤ ❛♥❞
❱♦❧❴t♦t❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦ ♦✉t♣✉t ✜❧❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢♦r♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ✪❣ ✇❤✐❝❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡s t❤❡
s❤♦rt❡st ❞✐s♣❧❛② ❢♦r♠❛t✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ✪✐ ♦r ✪❞ ❢♦r ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ✪❡ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■♥
♦✉r s❝r✐♣t ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ \♥ ✭♥❡✇❧✐♥❡✮ ♠♦✈❡s t❤❡ ❝✉rs♦r t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡✳

◆❛♠✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✳♠ ✜❧❡ ❛s ❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❖✉t♣✉t✳♠✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

✪ ✉s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❡♥t❡r

✪ ❛ r❛❞✐✉s r ❢♦r ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣

✪ ❛ ❤❡✐❣❤t ❤ ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

r❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❤❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✬✮❀

❱♦❧❴t♦♣❂✭✷✯♣✐✯r❫✸✮✴✸❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦♣ ❬♠✸❪

❱♦❧❴❝②❧❂♣✐✯r❫✷✯❤❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦tt♦♠ ❬♠✸❪

❱♦❧❴t♦t❛❧❂❱♦❧❴t♦♣✰❱♦❧❴❝②❧❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ❬♠✸❪

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❱♦❧❴t♦t❛❧✮✱ ✬ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❢♦ ❂ ❢♦♣❡♥✭✬♦✉t♣✉t✳t①t✬✱ ✬✇✬✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ♠❡t❡rs \♥✬✱ r✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ♠❡t❡rs \♥✬✱ ❤✮❀

❢♣r✐♥t❢✭❢♦✱✬❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✪❣ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳ \♥✬✱ ❱♦❧❴t♦t❛❧✮❀

❢❝❧♦s❡✭❢♦✮❀

❯♣♦♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳t①t ✜❧❡ ✇✐❧❧ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✵✳✸ ♠❡t❡rs

❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✶✳✺ ♠❡t❡rs

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿ ✵✳✹✽✵✻✻✹ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳

✹✳✶✳✼ ▲♦♦♣s

■♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ♦r ✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t✳

✹✳✶✳✼✳✶ ❋♦r ▲♦♦♣

❚❤✐s ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t❡s ❛♥ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
r✉♥s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❢♦r ❧♦♦♣ s②♥t❛① ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❢♦r ❧♦♦♣❴✐♥❞❡①❂✈❡❝t♦r❴st❛t❡♠❡♥t

❝♦❞❡

✳✳✳

❝♦❞❡

❡♥❞

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✻
❈❛❧❝✉❧❛t❡ y = cos (x) ❢♦r −π ≤ x ≤ π ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ π

4 ✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✶

❢♦r ①❂✲♣✐✿♣✐✴✹✿♣✐

②❂❝♦s✭①✮❀

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✷❢ \♥✬✱①✱②✮❀
❡♥❞

■♥ t❤❡ ❜r✐❡❢ s❝r✐♣t ❛❜♦✈❡✱ x ✐s t❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥❞❡① t❤❛t ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ −π ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ π

4
t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ π✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✱ y = cos (x) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢♣r✐♥t❢ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ x = π✳

❋r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❡r❝✐s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ \♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♣r✐♥t❢ ❝♦♠♠❛♥❞✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ✪✽✳✸❢ t♦ s♣❡❝✐❢② ❡✐❣❤t s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✳
▲✐❦❡✇✐s❡ ✪✽✳✷❢ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ② ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞
✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✲✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

✲✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✲✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✲✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵

✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

❲❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ❝♦❞❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❝❧❡❛r❀ ❝❧❝❀

❢♣r✐♥t❢✭✬ ① ❝♦s✭①✮\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♣r✐♥t❢✭✬ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♦r ①❂✲♣✐✿♣✐✴✹✿♣✐ ✪ ❧♦♦♣❴✐♥❞❡①❂✐♥✐t❛❧❴✈❛❧✉❡✿✐♥❝r❡♠❡♥t❴✈❛❧✉❡✿❢✐♥❛❧❴✈❛❧✉❡

②❂❝♦s✭①✮❀ ✪ ❝♦❞❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦s✭①✮

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✷❢ \♥✬✱①✱②✮❀ ✪ ❝♦❞❡ t♦ ♣r✐♥t t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦ s❝r❡❡♥

❡♥❞

❙❝r❡❡♥ ♦✉t♣✉t✿

① ❝♦s✭①✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✲✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

✲✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✲✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✲✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵

✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✹✳✶✳✼✳✷ ❲❤✐❧❡ ▲♦♦♣

▲✐❦❡ t❤❡ ❢♦r ❧♦♦♣✱ ❛ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t❡s ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦❞❡ ♦✈❡r ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥ ❤♦✇❡✈❡r ✐t r✉♥s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s tr✉❡✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❛ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐s

✇❤✐❧❡ t❡st❴❝♦♥❞✐t✐♦♥

❝♦❞❡

✳✳✳

❝♦❞❡

❡♥❞

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✼
❯s✐♥❣ ❛ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ y = cos (x) ❢♦r −π ≤ x ≤ π ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ π

4 ✳
❚❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ① ✈❛❧✉❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛t❡ t❤❡ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t st❛t❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤✐❧❡
❧♦♦♣✿

①❂✲♣✐❀

✇❤✐❧❡ ①<❂♣✐

②❂❝♦s✭①✮❀

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✷❢ \♥✬✱①✱②✮❀
① ❂ ① ✰ ✭♣✐✴✹✮❀

❡♥❞

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✿

✲✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

✲✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✲✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✲✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵

✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✿

❝❧❡❛r❀ ❝❧❝❀

❢♣r✐♥t❢✭✬ ① ❝♦s✭①✮\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♣r✐♥t❢✭✬ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

①❂✲♣✐❀ ✪ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ① ✈❛❧✉❡

✇❤✐❧❡ ①<❂♣✐ ✪ st❛t✐♥❣ t❤❡ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥

②❂❝♦s✭①✮❀ ✪ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ②

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✷❢ \♥✬✱①✱②✮❀ ✪ ♣r✐♥t✐♥❣ ❛ ❛♥❞ ②

① ❂ ① ✰ ✭♣✐✴✹✮❀ ✪ ✐t❡r❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣

❡♥❞

❚❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✸

① ❝♦s✭①✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✲✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

✲✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✲✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✲✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵

✵✳✼✽✺ ✵✳✼✶

✶✳✺✼✶ ✵✳✵✵

✷✳✸✺✻ ✲✵✳✼✶

✸✳✶✹✷ ✲✶✳✵✵

✹✳✶✳✽ ❚❤❡ ❞✐❛r② ❋✉♥❝t✐♦♥

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❛ s❝r✐♣t ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❛s ✐❢ ✇❡
❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ st❡♣s ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♠✲✜❧❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❝♦r❞ ❛ ▼❆❚▲❆❇ s❡ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜❧❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ ✐t ❢♦r r❡✈✐❡✇✳
❘❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ❛♥❞ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rts ♦❢ ✐t ❛♥❞ ♣❛st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t♦ ❛♥ ♠✲✜❧❡✱ ❛ s❝r✐♣t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❡❛s✐❧②✳

❚②♣✐♥❣ ❞✐❛r② ❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t t♦❣❣❧❡s t❤❡ ❞✐❛r② ♠♦❞❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐❛r② ♠♦❞❡ ✐s
t✉r♥❡❞ ♦♥✱ ❛ ✜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❛r② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t♦r②✳ ■❢ ②♦✉ ❧✐❦❡ t♦ s❛✈❡ t❤❛t ✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♥❛♠❡✱ s❛② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✶✻✱ t②♣❡
≫ ❞✐❛r② ♣r♦❜❧❡♠✶✻✳t①t✳
❆ ✜❧❡ ♥❛♠❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✶✻✳t①t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐❛r② ✜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✶✻✳t①t✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❛t s❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ✜❧❡s ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r✬s ❦❡②❜♦❛r❞ ✐♥♣✉t
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s♣❧❛② ♦✉t♣✉t ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡✳ ❚❤❡ s❡ss✐♦♥ ✐s ❡♥❞❡❞ ❜② t②♣✐♥❣ ❞✐❛r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r✐♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r❡❝♦r❞ ♦❢ ②♦✉r ✇♦r❦ t♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❜ ♦r t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ ❛♥ ♠✲✜❧❡✳

❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡

❱♦❧❴t♦t❛❧ ❂

✵✳✹✽✵✼

❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡

❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✳✸

❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✶✳✺

❱♦❧❴t♦t❛❧ ❂

✵✳✹✽✵✼

❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡

❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✳✺

❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✶✳✻

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚❖❘❨ P❘❖●❘❆▼▼■◆●

✶✳✺✶✽✹

❆❝❡t②❧❡♥❡❇♦tt❧❡■♥t❡r❛❝t✐✈❡❉✐s♣✶

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡✿

❊♥t❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✳✾

❊♥t❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐♥ ♠❡t❡rs ✶✳✾

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❜♦tt❧❡ ✐s ✻✳✸✻✶✼ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs✳

❞✐❛r②

✹✳✶✳✾ ❙t②❧❡ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s

❚r② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✇❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣ ②♦✉r s❝r✐♣ts✿

• ❙❤❛r❡ ②♦✉r ❝♦❞❡ ♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❞♦♣t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s✷ ♦r ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧
P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡✸ s❝❤❡♠❡s

• ■♥❝❧✉❞❡ ②♦✉r ♥❛♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ✐♥❢♦ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❧✐♥❡s
• ❯s❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❧✐❜❡r❛❧❧②
• ●r♦✉♣ ②♦✉r ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✉s❡ ♣r♦♣❡r ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥
• ❯s❡ ✇❤✐t❡ s♣❛❝❡ ❧✐❜❡r❛❧❧②
• ❯s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❢♦r ②♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s
• ❯s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❢♦r ②♦✉r ♠✲✜❧❡s

✹✳✶✳✶✵ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ❆ s❝r✐♣t ✐s ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❙❝r✐♣t ✜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜❧❡♥❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ✳♠✳

✷✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❞✐s♣ ❛♥❞ ♥✉♠✷str ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s❝r✐♣ts ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱
✸✳ ❢♦♣❡♥✱ ❢♣r✐♥t❢ ❛♥❞ ❢❝❧♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡s✱
✹✳ ❆ ❢♦r ❧♦♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣❡❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝♦❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳
✺✳ ❆ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣❡❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐s ♠❡t✳
✻✳ ❚❤❡ ❞✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❝♦r❞ ❛ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ s❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♠✲✜❧❡ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ❝r❡❛t❡❞✱
✼✳ ❱❛r✐♦✉s st②❧❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❤❡r❡ ❤❡❧♣ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ❝♦❞❡✳

✹✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✹

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✾✼✳✮

❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t❤❛t ✇✐❧❧ ❛s❦ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣s✐ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❦P❛
✇✐t❤ ❛ st❛t❡♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ✧❚❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s✿ ✳✳✳✧

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✾✼✳✮

❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❛
r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❡♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ s✉❝❤ ❛s

✷❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❣♣❧✲✸✳✵✳❤t♠❧
✹❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✺✸✻✴✶✳✸✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✺

❊♥t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿
❊♥t❡r t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿
❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿

❚❡st ②♦✉r s❝r✐♣t ✇✐t❤ ✷✵ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t ✈❛❧✉❡✱ ✷✵✵ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ✷✵ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✾✽✳✮

P❛s❝❛❧✬s ▲❛✇ st❛t❡s t❤❛t ♣r❡ss✉r❡ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉♥❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ✢✉✐❞
❛t r❡st✳ ✭❙❡❡ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✮✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r❝❡ ♦❢ ✶✺✵ ◆ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣✐st♦♥ ♦❢ ✷✺
♠♠❫✷ t♦ ❛ ♣✐st♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ♠♠❫✷✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣ t♦ ✷✵✵ ◆✳ ❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t
t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t❡ ②♦✉r r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✾✽✳✮

▼♦❞✐❢② ②♦✉r s❝r✐♣t ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✸✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥♣✉t✿

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿
❊♥t❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿
❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿
❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿
❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❜✐❣ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿

❚❡st ②♦✉r s❝r✐♣t ✇✐t❤ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✶✵✱ ✷✺ ❛♥❞ ✶✵✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✾✾✳✮

❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❙tr❡ss✲❙tr❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ✭Pr♦❜❧❡♠ ✷✳✷✳✾✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✻ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✵✵✳✮

▼♦❞✐❢② t❤❡ s❝r✐♣t✱ ②♦✉ ✇r♦t❡ ❛❜♦✈❡ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✺✮❛♥❞ ♣❧♦t ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❙tr❡ss✲❙tr❛✐♥ ❣r❛♣❤✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✼ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✵✷✳✮

❘❡♣❡❛t Pr♦❜❧❡♠ ✷ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✷✮✱ t❤✐s t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣✱ ❢♣r✐♥t❢ ❝♦♠♠❛♥❞s
❛♥❞ ❛ ❢♦r ❧♦♦♣✳

❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✽ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✵✸✳✮

❘❡♣❡❛t Pr♦❜❧❡♠ ✼ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✼✮✱ t❤✐s t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✼

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✶ ✭♣✳ ✾✹✮

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♥✈❡rts ♣r❡ss✉r❡s ❢r♦♠ ♣s✐ t♦ ❦P❛

✪ ❯s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❡♥t❡r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♣s✐

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♥✈❡rts ♣r❡ss✉r❡s ❢r♦♠ ♣s✐ t♦ ❦P❛✿✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

♣s✐❂✐♥♣✉t✭✬❲❤❛t ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣s✐❄ ✬✮❀

❦P❛❂♣s✐✯✻✳✽✾✹✼✺✼❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❦P❛

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬❚❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s✿ ✬✱ ♥✉♠✷str✭❦P❛✮✱ ✬ ❦P❛✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❚❤❡ s❝r✐♣t ♦✉t♣✉t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♥✈❡rts ♣r❡ss✉r❡s ❢r♦♠ ♣s✐ t♦ ❦P❛✿

❲❤❛t ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣s✐❄ ✶✺✵

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s✿ ✶✵✸✹✳✷✶✸✺ ❦P❛✳

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✷ ✭♣✳ ✾✹✮

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s

✪ ❋r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❧♦✇❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✉♣♣❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✐♥❝r❡♠❡♥t❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✬✮❀

❋❛❤r❡♥❤❡✐t❂❬❧♦✇❡r❋✿✐♥❝r❡♠❡♥t✿✉♣♣❡r❋❪❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❋ ✈❛❧✉❡s

❈❡❧s✐✉s❂✺✴✾✯✭❋❛❤r❡♥❤❡✐t✲✸✷✮❀ ✪ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❋ t♦ ❈

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s ✬❪❀✪ ❉✐s♣❧❛②✐♥❣ t❛❜❧❡ ❤❡❛❞❡r

❞✐s♣✭str✮❀

✪ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✬ ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦s❡ r♦✇ t♦ ❝♦❧✉♠♥

❞✐s♣✭❬❋❛❤r❡♥❤❡✐t✬ ❈❡❧s✐✉s✬❪✮

❚❤❡ s❝r✐♣t ♦✉t♣✉t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s

❊♥t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵

❊♥t❡r t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵✵

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✷✵

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s

✷✵✳✵✵✵✵ ✲✻✳✻✻✻✼

✹✵✳✵✵✵✵ ✹✳✹✹✹✹

✻✵✳✵✵✵✵ ✶✺✳✺✺✺✻

✽✵✳✵✵✵✵ ✷✻✳✻✻✻✼

✶✵✵✳✵✵✵✵ ✸✼✳✼✼✼✽

✶✷✵✳✵✵✵✵ ✹✽✳✽✽✽✾

✶✹✵✳✵✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵✵

✶✻✵✳✵✵✵✵ ✼✶✳✶✶✶✶

✶✽✵✳✵✵✵✵ ✽✷✳✷✷✷✷

✷✵✵✳✵✵✵✵ ✾✸✳✸✸✸✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✸ ✭♣✳ ✾✺✮

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

✐♥✐t✐❛❧❋❂✶✺✵❀

❢✐♥❛❧❋❂✷✵✵❀

✐♥❝r❡♠❡♥t❂✶✵❀

❛r❡❛✶❂✷✺❀

❛r❡❛✷❂✶✵✵❀

❋✶❂❬✐♥✐t✐❛❧❋✿✐♥❝r❡♠❡♥t✿❢✐♥❛❧❋❪❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❋✶ ✈❛❧✉❡s

❋✷❂❋✶✯❛r❡❛✷✴❛r❡❛✶❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❋✷ ✈❛❧✉❡s

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬ ❋✶ ❋✷ ✬❪❀✪ ❉✐s♣❧❛②✐♥❣ t❛❜❧❡ ❤❡❛❞❡r

❞✐s♣✭str✮❀

❞✐s♣✭❬❋✶✬ ❋✷✬❪✮ ✪ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✬ ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦s❡ r♦✇ t♦ ❝♦❧✉♠♥

❚❤❡ s❝r✐♣t ♦✉t♣✉t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠

❋✶ ❋✷

✶✺✵ ✻✵✵

✶✻✵ ✻✹✵

✶✼✵ ✻✽✵

✶✽✵ ✼✷✵

✶✾✵ ✼✻✵

✷✵✵ ✽✵✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✹ ✭♣✳ ✾✺✮

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✾✾

✐♥✐t✐❛❧❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✬✮❀

❢✐♥❛❧❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✬✮❀

✐♥❝r❡♠❡♥t❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✬✮❀

❛r❡❛✶❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿ ✬✮❀

❛r❡❛✷❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❜✐❣ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿ ✬✮❀

❋✶❂❬✐♥✐t✐❛❧❋✿✐♥❝r❡♠❡♥t✿❢✐♥❛❧❋❪❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❋✶ ✈❛❧✉❡s

❋✷❂❋✶✯❛r❡❛✷✴❛r❡❛✶❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❋✷ ✈❛❧✉❡s

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬ ❋✶ ❋✷ ✬❪❀✪ ❉✐s♣❧❛②✐♥❣ t❛❜❧❡ ❤❡❛❞❡r

❞✐s♣✭str✮❀

❞✐s♣✭❬❋✶✬ ❋✷✬❪✮ ✪ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✬ ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦s❡ r♦✇ t♦ ❝♦❧✉♠♥

❚❤❡ s❝r✐♣t ♦✉t♣✉t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣✐st♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s②st❡♠

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✶✺✵

❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ◆✿ ✷✵✵

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✶✵

❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿ ✷✺

❊♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❜✐❣ ♣✐st♦♥ ✐♥ ♠♠❫✷✿ ✶✵✵

❋✶ ❋✷

✶✺✵ ✻✵✵

✶✻✵ ✻✹✵

✶✼✵ ✻✽✵

✶✽✵ ✼✷✵

✶✾✵ ✼✻✵

✷✵✵ ✽✵✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✺ ✭♣✳ ✾✺✮
❚❤❡ ♠✲✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ✉s❡s r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❚❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞

✪ ❈♦♠♣✉t❡s ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ✉s❡s r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❚❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡s ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❛ ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛❂✶✷✳✼❀ ✪ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ ♠♠

✪ ▲♦❛❞ ✐♥ ❦◆

▲♦❛❞❴❦◆❂❬✵❀✹✳✽✾❀✾✳✼✼✾❀✶✹✳✻✼❀✶✾✳✺✻❀✷✹✳✹✺❀✳✳✳

✷✼✳✻✷❀✷✾✳✸✾❀✸✷✳✻✽❀✸✸✳✾✺❀✸✹✳✺✽❀✸✺✳✷✷❀✳✳✳

✸✺✳✼✷❀✹✵✳✺✹❀✹✽✳✸✾❀✺✾✳✵✸❀✻✺✳✽✼❀✻✾✳✹✷❀✳✳✳

✻✾✳✻✼❀✻✽✳✶✺❀✻✵✳✽✶❪❀

✪ ●❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♠♠

▲❡♥❣t❤❴♠♠❂❬✺✵✳✽❀✺✵✳✽✶✵✷❀✺✵✳✽✷✵✸❀✺✵✳✽✸✵✺❀✳✳✳

✺✵✳✽✹✵✻❀✺✵✳✽✺✵✽❀✺✵✳✽✻✶✵❀✺✵✳✽✼✶✶❀✳✳✳

✺✵✳✾✵✶✻❀✺✵✳✾✷✼✵❀✺✵✳✾✺✷✹❀✺✵✳✾✼✼✽❀✳✳✳

✺✶✳✵✵✸✷❀✺✶✳✽✶✻❀✺✸✳✸✹✵❀✺✺✳✽✽✵❀✺✽✳✹✷✵❀✳✳✳

✻✵✳✾✻❀✻✶✳✹✻✽❀✻✸✳✺❀✻✻✳✵✹❪❀

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ①✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ✐♠ ♠✷

❈r♦ss❴s❡❝t✐♦♥❛❧❴❆r❡❛❂♣✐✴✹✯✭✭❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛✴✶✵✵✵✮❫✷✮❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣❤t ✐s ✺✵✳✽ ♠♠

❉❡❧t❛❴▲❂▲❡♥❣t❤❴♠♠✲✺✵✳✽❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❙tr❡ss ✐♥ ▼P❛

❙✐❣♠❛❂✭▲♦❛❞❴❦◆✳✴❈r♦ss❴s❡❝t✐♦♥❛❧❴❆r❡❛✮✯✶✵❫✭✲✸✮❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❙tr❛✐♥ ✐♥ ♠♠✴♠♠

❊♣s✐❧♦♥❂❉❡❧t❛❴▲✳✴✺✵✳✽❀

str ❂ ❬✬❙♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛✮✱ ✬ ♠♠✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❘❡s✉❧ts❂❬▲♦❛❞❴❦◆ ▲❡♥❣t❤❴♠♠ ❉❡❧t❛❴▲ ❙✐❣♠❛ ❊♣s✐❧♦♥❪❀

✪ ❚❛❜✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts

❞✐s♣✭✬ ▲♦❛❞ ▲❡♥❣t❤ ❉❡❧t❛ ▲ ❙tr❡ss ❙tr❛✐♥✬✮

❞✐s♣✭❘❡s✉❧ts✮

❆❢t❡r ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ✉s❡s r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❚❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞

❈♦♠♣✉t❡s ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s

❙♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✶✷✳✼ ♠♠✳

▲♦❛❞ ▲❡♥❣t❤ ❉❡❧t❛ ▲ ❙tr❡ss ❙tr❛✐♥
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❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✻ ✭♣✳ ✾✻✮
❊❞✐t❡❞ s❝r✐♣t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❧♦t ❝♦♠♠❛♥❞s✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ✉s❡s r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❚❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞

✪ ❈♦♠♣✉t❡s ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ✉s❡s r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❚❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞✬✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✵✶

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡s ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ❙tr❡ss ✈❛❧✉❡s✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❛ ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛❂✶✷✳✼❀ ✪ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ ♠♠

✪ ▲♦❛❞ ✐♥ ❦◆

▲♦❛❞❴❦◆❂❬✵❀✹✳✽✾❀✾✳✼✼✾❀✶✹✳✻✼❀✶✾✳✺✻❀✷✹✳✹✺❀✳✳✳
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✻✾✳✻✼❀✻✽✳✶✺❀✻✵✳✽✶❪❀

✪ ●❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♠♠

▲❡♥❣t❤❴♠♠❂❬✺✵✳✽❀✺✵✳✽✶✵✷❀✺✵✳✽✷✵✸❀✺✵✳✽✸✵✺❀✳✳✳

✺✵✳✽✹✵✻❀✺✵✳✽✺✵✽❀✺✵✳✽✻✶✵❀✺✵✳✽✼✶✶❀✳✳✳
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✺✶✳✵✵✸✷❀✺✶✳✽✶✻❀✺✸✳✸✹✵❀✺✺✳✽✽✵❀✺✽✳✹✷✵❀✳✳✳

✻✵✳✾✻❀✻✶✳✹✻✽❀✻✸✳✺❀✻✻✳✵✹❪❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ①✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ✐♠ ♠✷

❈r♦ss❴s❡❝t✐♦♥❛❧❴❆r❡❛❂♣✐✴✹✯✭✭❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛✴✶✵✵✵✮❫✷✮❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣❤t ✐s ✺✵✳✽ ♠♠

❉❡❧t❛❴▲❂▲❡♥❣t❤❴♠♠✲✺✵✳✽❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❙tr❡ss ✐♥ ▼P❛

❙✐❣♠❛❂✭▲♦❛❞❴❦◆✳✴❈r♦ss❴s❡❝t✐♦♥❛❧❴❆r❡❛✮✯✶✵❫✭✲✸✮❀

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❙tr❛✐♥ ✐♥ ♠♠✴♠♠

❊♣s✐❧♦♥❂❉❡❧t❛❴▲✳✴✺✵✳✽❀

str ❂ ❬✬❙♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❙♣❡❝✐♠❡♥❴❞✐❛✮✱ ✬ ♠♠✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❘❡s✉❧ts❂❬▲♦❛❞❴❦◆ ▲❡♥❣t❤❴♠♠ ❉❡❧t❛❴▲ ❙✐❣♠❛ ❊♣s✐❧♦♥❪❀

✪ ❚❛❜✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts

❞✐s♣✭✬ ▲♦❛❞ ▲❡♥❣t❤ ❉❡❧t❛ ▲ ❙tr❡ss ❙tr❛✐♥✬✮

❞✐s♣✭❘❡s✉❧ts✮

✪ P❧♦t ❙tr❡ss ✈❡rs✉s ❙tr❛✐♥

♣❧♦t✭❊♣s✐❧♦♥✱❙✐❣♠❛✮

t✐t❧❡✭✬❙tr❡ss ✈❡rs✉s ❙tr❛✐♥ ❈✉r✈❡✬✮

①❧❛❜❡❧✭✬❙tr❛✐♥ ❬♠♠✴♠♠❪✬✮

②❧❛❜❡❧✭✬❙tr❡ss ❬♠P❛❪✬✮

❣r✐❞

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✼ ✭♣✳ ✾✻✮
❚❤❡ r❡✲✇♦r❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s

✪ ❋r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝❧❡❛r ✪ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦s♣❛❝❡✱

❝❧❝ ✪ ❝❧❡❛rs ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❞✐s♣❧❛②✱

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❧♦✇❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✉♣♣❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✐♥❝r❡♠❡♥t❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✬✮❀

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❢♣r✐♥t❢✭✬❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♣r✐♥t❢✭✬✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♦r ❋❛❤r❡♥❤❡✐t❂❬❧♦✇❡r❋✿✐♥❝r❡♠❡♥t✿✉♣♣❡r❋❪❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❋ ✈❛❧✉❡s

❈❡❧s✐✉s❂✺✴✾✯✭❋❛❤r❡♥❤❡✐t✲✸✷✮❀ ✪ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❋ t♦ ❈

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✸❢ \♥✬✱❋❛❤r❡♥❤❡✐t✱❈❡❧s✐✉s✮❀ ✪ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s

❡♥❞

❆❢t❡r ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✵✸

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵

❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵✵

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✷✵

❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✷✵✳✵✵✵ ✲✻✳✻✻✼

✹✵✳✵✵✵ ✹✳✹✹✹

✻✵✳✵✵✵ ✶✺✳✺✺✻

✽✵✳✵✵✵ ✷✻✳✻✻✼

✶✵✵✳✵✵✵ ✸✼✳✼✼✽

✶✷✵✳✵✵✵ ✹✽✳✽✽✾

✶✹✵✳✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵

✶✻✵✳✵✵✵ ✼✶✳✶✶✶

✶✽✵✳✵✵✵ ✽✷✳✷✷✷

✷✵✵✳✵✵✵ ✾✸✳✸✸✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✹✳✷✳✽ ✭♣✳ ✾✻✮
❚❤❡ r❡✲✇♦r❦❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s

✪ ❋r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝❧❡❛r ✪ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦s♣❛❝❡✱

❝❧❝ ✪ ❝❧❡❛rs ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ❞✐s♣❧❛②✱

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❧♦✇❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✉♣♣❡r❋❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✬✮❀

✐♥❝r❡♠❡♥t❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✬✮❀

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❢♣r✐♥t❢✭✬❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❢♣r✐♥t❢✭✬✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲\♥✬✮ ✪ t✐t❧❡ r♦✇

❋❛❤r❡♥❤❡✐t❂❧♦✇❡r❋❀

✇❤✐❧❡ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t<❂✉♣♣❡r❋

❈❡❧s✐✉s❂✺✴✾✯✭❋❛❤r❡♥❤❡✐t✲✸✷✮❀ ✪ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❋ t♦ ❈

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✽✳✸❢ ✪✽✳✸❢ \♥✬✱❋❛❤r❡♥❤❡✐t✱❈❡❧s✐✉s✮❀ ✪ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s

❋❛❤r❡♥❤❡✐t❂❋❛❤r❡♥❤❡✐t✰✐♥❝r❡♠❡♥t❀

❡♥❞

❆❢t❡r ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❤r❡♥❤❡✐t t♦ ❈❡❧s✐✉s

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵

❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❋✿ ✷✵✵

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✿ ✷✵

❋❛❤r❡♥❤❡✐t ❈❡❧s✐✉s

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✷✵✳✵✵✵ ✲✻✳✻✻✼

✹✵✳✵✵✵ ✹✳✹✹✹

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✻✵✳✵✵✵ ✶✺✳✺✺✻

✽✵✳✵✵✵ ✷✻✳✻✻✼

✶✵✵✳✵✵✵ ✸✼✳✼✼✽

✶✷✵✳✵✵✵ ✹✽✳✽✽✾

✶✹✵✳✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵

✶✻✵✳✵✵✵ ✼✶✳✶✶✶

✶✽✵✳✵✵✵ ✽✷✳✷✷✷

✷✵✵✳✵✵✵ ✾✸✳✸✸✸

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✺

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

✺✳✶ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✶

▲✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❡❛♠ t❛❜❧❡s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❧✐♥❡❛r✳ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✺✴✶✳✸✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✶✵✺
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✺✳✶✳✶ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣✶ ❋✉♥❝t✐♦♥

●✐✈❡ ❛♥ ①✲② t❛❜❧❡✱ ②❴♥❡✇ ❂ ✐♥t❡r♣✶✭①✱②✱①❴♥❡✇✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s t♦ ✜♥❞ ②❴♥❡✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠✲
♣❧❡s✿

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶
❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣✶ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s✱ ❧❡t ✉s ❝r❡❛t❡ ❛♥ ①✲② t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠♠❛♥❞s❀

① ❂ ✵✿✺❀

② ❂ ❬✵✱✷✵✱✻✵✱✻✽✱✼✼✱✶✶✵❪❀

❚♦ t❛❜✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡

❬①✬✱②✬❪

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

❛♥s ❂

✵ ✵

✶ ✷✵

✷ ✻✵

✸ ✻✽

✹ ✼✼

✺ ✶✶✵

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✶✳✺ ♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❢♦r ✶✳✺✳ ❯s✐♥❣ ②❴♥❡✇ ❂

✐♥t❡r♣✶✭①✱❨✱①❴♥❡✇✮ s②♥t❛①✱ ❧❡t ✉s t②♣❡ ✐♥✿

②❴♥❡✇❂✐♥t❡r♣✶✭①✱②✱✶✳✺✮

②❴♥❡✇ ❂

✹✵

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷
❚❤❡ t❛❜❧❡ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ♦♥❧② ✻ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✐t ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛❜❧❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✇ ① ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♥❡✇ ① ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡
✐♥t❡r♣✶ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♥❡✇ ② ✈❛❧✉❡s✿

♥❡✇❴① ❂ ✵✿✵✳✷✿✺❀

♥❡✇❴② ❂ ✐♥t❡r♣✶✭①✱②✱♥❡✇❴①✮❀

▲❡t✬s ❞✐s♣❧❛② t❤✐s t❛❜❧❡

❬♥❡✇❴①✬✱♥❡✇❴②✬❪

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✵✼

❛♥s ❂

✵ ✵

✵✳✷✵✵✵ ✹✳✵✵✵✵

✵✳✹✵✵✵ ✽✳✵✵✵✵

✵✳✻✵✵✵ ✶✷✳✵✵✵✵

✵✳✽✵✵✵ ✶✻✳✵✵✵✵

✶✳✵✵✵✵ ✷✵✳✵✵✵✵

✶✳✷✵✵✵ ✷✽✳✵✵✵✵

✶✳✹✵✵✵ ✸✻✳✵✵✵✵

✶✳✻✵✵✵ ✹✹✳✵✵✵✵

✶✳✽✵✵✵ ✺✷✳✵✵✵✵

✷✳✵✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵✵

✷✳✷✵✵✵ ✻✶✳✻✵✵✵

✷✳✹✵✵✵ ✻✸✳✷✵✵✵

✷✳✻✵✵✵ ✻✹✳✽✵✵✵

✷✳✽✵✵✵ ✻✻✳✹✵✵✵

✸✳✵✵✵✵ ✻✽✳✵✵✵✵

✸✳✷✵✵✵ ✻✾✳✽✵✵✵

✸✳✹✵✵✵ ✼✶✳✻✵✵✵

✸✳✻✵✵✵ ✼✸✳✹✵✵✵

✸✳✽✵✵✵ ✼✺✳✷✵✵✵

✹✳✵✵✵✵ ✼✼✳✵✵✵✵

✹✳✷✵✵✵ ✽✸✳✻✵✵✵

✹✳✹✵✵✵ ✾✵✳✷✵✵✵

✹✳✻✵✵✵ ✾✻✳✽✵✵✵

✹✳✽✵✵✵ ✶✵✸✳✹✵✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✶✶✵✳✵✵✵✵

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✸
❯s✐♥❣ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✱ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ st❡❛♠ ❛t ✷✶✺ ✝❈ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✷✻✵✵ ❦❏✴❦❣ ✭✉s❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪ ■♥t❡r♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❬❦❏✴❦❣❪

✶✵✵ ✷✺✵✻✳✼

✶✺✵ ✷✺✽✷✳✽

✷✵✵ ✷✻✺✽✳✶

✷✺✵ ✷✼✸✸✳✼

✸✵✵ ✷✽✶✵✳✹

✹✵✵ ✷✾✻✼✳✾

✺✵✵ ✸✶✸✶✳✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❙t❡❛♠ ❚❛❜❧❡s

❋✐rst ❧❡t ✉s ❡♥t❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❂ ❬✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✷✺✵✱ ✸✵✵✱ ✹✵✵✱ ✺✵✵❪❀

❡♥❡r❣② ❂ ❬✷✺✵✻✳✼✱ ✷✺✽✷✳✽✱ ✷✻✺✽✳✶✱ ✷✼✸✸✳✼✱ ✷✽✶✵✳✹✱ ✷✾✻✼✳✾✱ ✸✶✸✶✳✻❪❀

❬t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬✱❡♥❡r❣②✬❪

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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r❡t✉r♥s

❛♥s ❂

✶✳✵❡✰✵✵✸ ✯

✵✳✶✵✵✵ ✷✳✺✵✻✼

✵✳✶✺✵✵ ✷✳✺✽✷✽

✵✳✷✵✵✵ ✷✳✻✺✽✶

✵✳✷✺✵✵ ✷✳✼✸✸✼

✵✳✸✵✵✵ ✷✳✽✶✵✹

✵✳✹✵✵✵ ✷✳✾✻✼✾

✵✳✺✵✵✵ ✸✳✶✸✶✻

✐ss✉❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥✿

♥❡✇❴❡♥❡r❣② ❂ ✐♥t❡r♣✶✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱❡♥❡r❣②✱✷✶✺✮

r❡t✉r♥s

♥❡✇❴❡♥❡r❣② ❂

✷✳✻✽✵✽❡✰✵✵✸

◆♦✇✱ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥✿

♥❡✇❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❂ ✐♥t❡r♣✶✭❡♥❡r❣②✱t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱✷✻✵✵✮

r❡t✉r♥s

♥❡✇❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❂

✶✻✶✳✹✷✶✵

✺✳✶✳✷ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ▲✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱
✷✳ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ st❡❛♠ t❛❜❧❡s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱
✸✳ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✷

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✶✶✳✮

❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐q✉✐❞ ❡♥t❤❛❧♣②✱ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❞r② st❡❛♠ ❛t ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✷✳✵✹ ▼P❛✳

✷❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✻✷✹✴✶✳✷✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✵✾

Pr❡ss✉r❡ ❬▼◆✴♠✷❪ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪ ❤❢ ❬❦❏✴❦❣❪ ❤❢❣ ❬❦❏✴❦❣❪ ❤❣ ❬❦❏✴❦❣❪

✷✳✶ ✷✶✹✳✾ ✾✷✵✳✵ ✶✽✼✽✳✷ ✷✼✾✽✳✷

✷✳✵ ✷✶✷✳✹ ✾✵✽✳✻ ✶✽✽✽✳✻ ✷✼✾✼✳✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❆♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ st❡❛♠ t❛❜❧❡s

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✶✶✳✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛s ✐t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t
❣❛s✳ ✭❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞✸✮✳ ✹

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❋❪ ❙♣❡❝✐✜❝ ❍❡❛t ❬❇❚❯✴❧❜♠❋❪

✷✺ ✵✳✶✶✽

✺✵ ✵✳✶✷✵

✼✺ ✵✳✶✷✸

✶✵✵ ✵✳✶✷✺

✶✷✺ ✵✳✶✷✽

✶✺✵ ✵✳✶✸✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❯s✐♥❣ ✐♥t❡r♣✶ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❢♦r ✸✵ ❋✱ ✼✵ ❋ ❛♥❞ ✶✹✺ ❋✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✶✷✳✮

❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✈❡ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✷✮✱ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛❜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✶✺✵ ✇✐t❤ ✺ ❋ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✈❛❧✉❡s✳

❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✶✸✳✮

❉✉r✐♥❣ ❛ ✶✷✲❤♦✉r s❤✐❢t ❛ ❢✉❡❧ t❛♥❦ ❤❛s ✈❛r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❞✉❡ t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣✉♠♣
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝✉tt✐♥❣ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ s❛❢❡ ❢✉❡❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ♦❢ ❢✉❡❧ t❛♥❦
❧❡✈❡❧ ✈❡rs✉s t✐♠❡ ✭❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞✺✮ ✐s ♠✐ss✐♥❣ r❡❛❞✐♥❣s ❢♦r ✺ ❛♥❞ ✾ ❆▼✳ ❯s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤♦s❡ t✐♠❡s✳

✸❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✻✷✹✴❧❛t❡st✴❈❤♣✺❴❊①❡r❝✐s❡✷✳③✐♣❃
✹❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❍❡❛t P♦✇❡r ❜② ❑✉rt ❈✳ ❘♦❧❧❡✱ P❡❛rs♦♥ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✳ ➞✷✵✵✺✱ ✭♣✳✶✾✮
✺❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✻✷✹✴❧❛t❡st✴❈❤♣✺❴❊①❡r❝✐s❡✹✳③✐♣❃

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❚✐♠❡ ❬❤♦✉rs✱ ❆▼❪ ❚❛♥❦ ❧❡✈❡❧ ❬♠❪

✶✿✵✵ ✶✳✺

✷✿✵✵ ✶✳✼

✸✿✵✵ ✷✳✸

✹✿✵✵ ✷✳✾

✺✿✵✵ ❄

✻✿✵✵ ✷✳✻

✼✿✵✵ ✷✳✺

✽✿✵✵ ✷✳✸

✾✿✵✵ ❄

✶✵✿✵✵ ✷✳✵

✶✶✿✵✵ ✶✳✽

✶✷✿✵✵ ✶✳✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❋✉❡❧ t❛♥❦ ❧❡✈❡❧ ✈❡rs✉s t✐♠❡

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✶✶

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✶ ✭♣✳ ✶✵✽✮
▼❆❚▲❆❇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀

≫ ♣r❡ss✉r❡❂❬✷✳✶ ✷✳✵❪❀

≫ s❛t❴t❡♠♣❂❬✷✶✹✳✾ ✷✶✷✳✹❪❀

≫ ❤❴❢❂❬✾✷✵ ✾✵✽✳✻❪❀

≫ ❤❴❢❣❂❬✶✽✼✽✳✷ ✶✽✽✽✳✻❪❀

≫ ❤❴❣❂❬✷✼✾✽✳✷ ✷✼✾✼✳✷❪❀

≫ s❛t❴t❡♠♣❴♥❡✇❂✐♥t❡r♣✶✭♣r❡ss✉r❡✱s❛t❴t❡♠♣✱✷✳✵✹✮

s❛t❴t❡♠♣❴♥❡✇ ❂

✷✶✸✳✹✵✵✵

≫ ❤❴❢❴♥❡✇❂✐♥t❡r♣✶✭♣r❡ss✉r❡✱❤❴❢✱✷✳✵✹✮

❤❴❢❴♥❡✇ ❂

✾✶✸✳✶✻✵✵

≫ ❤❴❢❣❴♥❡✇❂✐♥t❡r♣✶✭♣r❡ss✉r❡✱❤❴❢❣✱✷✳✵✹✮

❤❴❢❣❴♥❡✇ ❂

✶✳✽✽✹✹❡✰✵✵✸

≫ ❤❴❣❴♥❡✇❂✐♥t❡r♣✶✭♣r❡ss✉r❡✱❤❴❣✱✷✳✵✹✮

❤❴❣❴♥❡✇ ❂

✷✳✼✾✼✻❡✰✵✵✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✷ ✭♣✳ ✶✵✾✮
▼❆❚▲❆❇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

≫ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❂❬✷✺❀✺✵❀✼✺❀✶✵✵❀✶✷✺❀✶✺✵❪

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❂

✷✺

✺✵

✼✺

✶✵✵

✶✷✺

✶✺✵

≫ s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❂❬✳✶✶✽❀✳✶✷✵❀✳✶✷✸❀✳✶✷✺❀✳✶✷✽❀✳✶✸✶❪

s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t ❂

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✵✳✶✶✽✵

✵✳✶✷✵✵

✵✳✶✷✸✵

✵✳✶✷✺✵

✵✳✶✷✽✵

✵✳✶✸✶✵

≫ s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✸✵❂✐♥t❡r♣✶✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t✱✸✵✮

s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✸✵ ❂

✵✳✶✶✽✹

≫ s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✼✵❂✐♥t❡r♣✶✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t✱✼✵✮

s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✼✵ ❂

✵✳✶✷✷✹

≫ s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✶✹✺❂✐♥t❡r♣✶✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t✱✶✹✺✮

s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❆t✶✹✺ ❂

✵✳✶✸✵✹

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✸ ✭♣✳ ✶✵✾✮
▼❆❚▲❆❇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

≫ ♥❡✇❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡❂✷✺✿✺✿✶✺✵❀

≫ ♥❡✇❴s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t❂✐♥t❡r♣✶✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t✱♥❡✇❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮❀

≫ ❬♥❡✇❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬✱♥❡✇❴s♣❡❝✐❢✐❝❴❤❡❛t✬❪

❛♥s ❂

✷✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✽✵

✸✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✽✹

✸✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✽✽

✹✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✾✷

✹✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✾✻

✺✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✵✵

✺✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✵✻

✻✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✶✷

✻✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✶✽

✼✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✷✹

✼✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✸✵

✽✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✸✹

✽✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✸✽

✾✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✹✷

✾✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✹✻

✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✺✵

✶✵✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✺✻

✶✶✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✻✷

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✶✸

✶✶✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✻✽

✶✷✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✼✹

✶✷✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✽✵

✶✸✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✽✻

✶✸✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✾✷

✶✹✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✾✽

✶✹✺✳✵✵✵✵ ✵✳✶✸✵✹

✶✺✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✸✶✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✺✳✷✳✹ ✭♣✳ ✶✵✾✮

≫ t✐♠❡❂❬✶ ✷ ✸ ✹ ✻ ✼ ✽ ✶✵ ✶✶ ✶✷❪❀

≫ t❛♥❦❴❧❡✈❡❧❂❬✶✳✺ ✶✳✼ ✷✳✸ ✷✳✾ ✷✳✻ ✷✳✺ ✷✳✸ ✷✳✵ ✶✳✽ ✶✳✸❪❀

≫ t❛♥❦❴❧❡✈❡❧❴❛t❴✺❂✐♥t❡r♣✶✭t✐♠❡✱t❛♥❦❴❧❡✈❡❧✱✺✮

t❛♥❦❴❧❡✈❡❧❴❛t❴✺ ❂

✷✳✼✺✵✵

≫ t❛♥❦❴❧❡✈❡❧❴❛t❴✾❂✐♥t❡r♣✶✭t✐♠❡✱t❛♥❦❴❧❡✈❡❧✱✾✮

t❛♥❦❴❧❡✈❡❧❴❛t❴✾ ❂

✷✳✶✺✵✵

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✻

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

✻✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❆r❡❛ ❯♥❞❡r ❛ ❈✉r✈❡✶

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❡♠♣❧♦② ❛ ❜❛s✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❢♦r♠ tr❛♣❡③♦✐❞s ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ tr❛♣❡③♦✐❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
t♦t❛❧ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦rs✱ s♦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉t✐❧✐③❡ ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✹✴✶✳✹✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✶✶✺
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✻✳✶✳✶ ❆ ❇❛s✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❘❡❝t❛♥❣❧❡ ▼❡t❤♦❞✷ ✱ ❚r❛♣❡✲
③♦✐❞❛❧ ❘✉❧❡✸ ❛♥❞ ❙✐♠♣s♦♥✬s ❘✉❧❡✹ ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❊❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

1

2
(y0 + y1)∆x +

1

2
(y1 + y2)∆x +

1

2
(y2 + y3)∆x ✭✻✳✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♣❡③♦✐❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛
✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛✱ ♣❧♦t ❛♥ ①✲② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ①❂✸
❛♥❞ ①❂✸✵

■♥❞❡① ① ❬♠❪ ② ❬◆❪

✶ ✸ ✷✼✳✵✵

✷ ✶✵ ✶✹✳✺✵

✸ ✶✺ ✾✳✹✵

✹ ✷✵ ✻✳✼✵

✺ ✷✺ ✺✳✸✵

✻ ✸✵ ✹✳✺✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❉❛t❛ ❙❡t

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❡♥t❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❋♦r ①✱ ✐ss✉❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ ①❂❬✸✱✶✵✱✶✺✱✷✵✱✷✺✱✸✵❪❀✳
❆♥❞ ❢♦r ②✱ ②❂❬✷✼✱✶✹✳✺✱✾✳✹✱✻✳✼✱✺✳✸✱✹✳✺❪❀✳ ■❢ ②✉ t②♣❡ ✐♥ ❬①✬✱②✬❪✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❛❜✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧t✳ ❍❡r❡ ✇❡ tr❛♥s♣♦s❡ r♦✇ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ✬ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❝♦❧✉♠♥s✿

✷❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❘❡❝t❛♥❣❧❡❴♠❡t❤♦❞
✸❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❚r❛♣❡③♦✐❞❛❧❴r✉❧❡
✹❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❙✐♠♣s♦♥✪✷✼s❴r✉❧❡

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✶✼

❛♥s ❂

✸✳✵✵✵✵ ✷✼✳✵✵✵✵

✶✵✳✵✵✵✵ ✶✹✳✺✵✵✵

✶✺✳✵✵✵✵ ✾✳✹✵✵✵

✷✵✳✵✵✵✵ ✻✳✼✵✵✵

✷✺✳✵✵✵✵ ✺✳✸✵✵✵

✸✵✳✵✵✵✵ ✹✳✺✵✵✵

❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳
❚♦ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬❉✐st❛♥❝❡✲❋♦r❝❡ ●r❛♣❤✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬❉✐st❛♥❝❡❬♠❪✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬❋♦r❝❡❬◆❪✬✮✱❣r✐❞

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✿

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❉✐st❛♥❝❡✲❋♦r❝❡ ●r❛♣❤

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞① ❢♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ① ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❡❛❝❤ ① ✈❛❧✉❡✱ s❡❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳✿

❞①❂❬①✭✷✮✲①✭✶✮✱①✭✸✮✲①✭✷✮✱①✭✹✮✲①✭✸✮✱①✭✺✮✲①✭✹✮✱①✭✻✮✲①✭✺✮❪❀

❞② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞✿

❞②❂❬✵✳✺✯✭②✭✷✮✰②✭✶✮✮✱✵✳✺✯✭②✭✸✮✰②✭✷✮✮✱✵✳✺✯✭②✭✹✮✰②✭✸✮✮✱✵✳✺✯✭②✭✺✮✰②✭✹✮✮✱✵✳✺✯✭②✭✻✮✰②✭✺✮✮❪❀

❞① ❛♥❞ ❞② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞✿ ❬❞①✬✱❞②✬❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❬❞①✬✱❞②✬❪

❛♥s ❂

✼✳✵✵✵✵ ✷✵✳✼✺✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✶✶✳✾✺✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✽✳✵✺✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✻✳✵✵✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✹✳✾✵✵✵

❖✉r r❡s✉❧ts s♦ ❢❛r ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇

① ❬♠❪ ② ❬◆❪ ❞① ❬♠❪ ❞② ❬◆❪

✸ ✷✼✳✵✵

✶✵ ✶✹✳✺✵ ✼✳✵✵ ✷✵✳✼✺

✶✺ ✾✳✹✵ ✺✳✵✵ ✶✶✳✾✺

✷✵ ✻✳✼✵ ✺✳✵✵ ✽✳✵✺

✷✺ ✺✳✸✵ ✺✳✵✵ ✻✳✵✵

✸✵ ✹✳✺✵ ✺✳✵✵ ✹✳✾✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ①✱ ② ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts

■❢ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❞① ❜② ❞②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❞❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❡❛
❞❛❂❞①✯❞②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✬t❡r♠ ❜② t❡r♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✬ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❞❛❂❞①✳✯❞②

❞❛ ❂

✶✹✺✳✷✺✵✵ ✺✾✳✼✺✵✵ ✹✵✳✷✺✵✵ ✸✵✳✵✵✵✵ ✷✹✳✺✵✵✵

❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ tr❛♣❡③♦✐❞✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡
s✉♠ ♦❢ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡✳

s✉♠✭❞❛✮

❛♥s ❂

✷✾✾✳✼✺✵✵

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✸✮ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✶✾

① ❬♠❪ ② ❬◆❪ ❞① ❬♠❪ ❞② ❬◆❪ ❞❆ ❬◆♠❪

✸ ✷✼✳✵✵

✶✵ ✶✹✳✺✵ ✼✳✵✵ ✷✵✳✼✺ ✶✹✺✳✷✺

✶✺ ✾✳✹✵ ✺✳✵✵ ✶✶✳✾✺ ✺✾✳✼✺

✷✵ ✻✳✼✵ ✺✳✵✵ ✽✳✵✺ ✹✵✳✷✺

✷✺ ✺✳✸✵ ✺✳✵✵ ✻✳✵✵ ✸✵✳✵✵

✸✵ ✹✳✺✵ ✺✳✵✵ ✹✳✾✵ ✷✹✳✺✵

✷✾✾✳✼✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡

✻✳✶✳✷ ❚❤❡ ❚r❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❘✉❧❡

❙♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✐s r❛t❤❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞
r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✉s✐♥❣ tr❛♣❡③♦✐❞s✳

✻✳✶✳✷✳✶ ❚❤❡ tr❛♣③ ❈♦♠♠❛♥❞

❩ ❂ tr❛♣③✭❨✮ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❨ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡t❤♦❞✳
◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s❡❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷

●✐✈❡♥ Area =
∫ 5

2
x2dx✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✸✾✳ ❯s❡ tr❛♣③ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ✐t

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ❛s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r✱ ❢r♦♠ ✷ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ✵✳✶ t♦ ✺✿ ①❂✷✿✳✶✿✺❀
✷✳ ❉❡❝❧❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② ❛s ②❂①❫✷❀✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦♠♣t✿ ❄❄❄ ❊rr♦r ✉s✐♥❣ ❂❂>

♠♣♦✇❡r ■♥♣✉ts ♠✉st ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ① ✐s ❛ ✈❡❝t♦r
q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ❡①♣❡❝t✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥♣✉t ❢♦r ②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
② ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❞♦t ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ②❂①✳❫✷❀✳ ❚❤✐s t❡❧❧s
▼❆❚▲❆❇ t♦ ❝r❡❛t❡ ✈❡❝t♦r ② ❜② t❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ① ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ r❛✐s✐♥❣ ✐ts ♣♦✇❡r t♦ ✷✳

✸✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✐ss✉❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜rst ❛r❡❛✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❛r❡❛✶❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✶ ❂

✸✾✳✵✵✺✵

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✛✳ ❙♦ ❧❡t ✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❛❣❛✐♥✿

①❂✷✿✳✵✶✿✺❀

②❂①✳❫✷❀

❛r❡❛✷❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✷ ❂

✸✾✳✵✵✵✶

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❨❡t ❛♥♦t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✿

①❂✷✿✳✵✵✶✿✺❀

②❂①✳❫✷❀

❛r❡❛✸❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✸ ❂

✸✾✳✵✵✵✵

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸
❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧✿

∫ π

0
sin (x) dx

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ❛s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r✱ ❢r♦♠ ✵ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣✐✴✶✵✵ t♦ ♣✐✿ ①❂✵✿♣✐✴✶✵✵✿♣✐❀
✷✳ ❉❡❝❧❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② ❛s ②❂s✐♥✭①✮❀
✸✳ ■ss✉❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜rst ❛r❡❛✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❛r❡❛✶❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✶ ❂

✶✳✾✾✾✽

❧❡t ✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛s ❛❜♦✈❡✿

①❂✵✿♣✐✴✶✵✵✵✿♣✐❀

②❂s✐♥✭①✮❀

❛r❡❛✷❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✷ ❂

✷✳✵✵✵✵

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✹
❆ ❣❛s ❡①♣❛♥❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇✱ P❱✶✳✹❂❝✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✶✵✵ ❦P❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
✶ ♠✸✳ ❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ t✐♠❡s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧
✈♦❧✉♠❡✺✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t P❱ ❞✐❛❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡t ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
❝②❝❧❡✱ s❡❡ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✻ ♦r ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✭❲❉✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

WD =

∫

pdv ✭✻✳✷✮

■❢ ✇❡ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ❣❡t✿

P =
c

V 1.4
✭✻✳✸✮

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✿

c = 100× 11.4

= 100
✭✻✳✹✮

✺❖✳ ◆✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ✷ ❜② ❏✳ ❉♦❜✐♥s♦♥✱ P❡♥❣✉✐♥ ▲✐❜r❛r② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ➞✶✾✻✾✱ ✭♣✳ ✶✽✹✮
✻❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴Pr❡ss✉r❡❴✈♦❧✉♠❡❴❞✐❛❣r❛♠★❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✶

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

P =
100

V 1.4
✭✻✳✺✮

❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ P ✭✻✳✺✮ ✐♥ ❲❉ ✭✻✳✷✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

WD =

∫ 3

1

100

v1.4
dv ✭✻✳✻✮

❋♦r ▼❆❚▲❆❇ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r P ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❱ ✭✻✳✺✮ ❛♥❞ ❲❉ ✭✻✳✻✮✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ✉s
❛♣♣❧② t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r✱ ❢r♦♠ ✶ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ✵✳✵✵✶ t♦ ✸✿ ✈❂✶✿✵✳✵✵✶✿✸❀
✷✳ ❉❡❝❧❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s ♣❂✶✵✵✳✴✈✳❫✶✳✹❀
✸✳ ❯s❡ t❤❡ tr❛♣③ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭✈✱♣✮

❲♦r❦❉♦♥❡ ❂

✽✽✳✾✵✶✺

❚❤❡s❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♠✲✜❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❣❛s ❡①♣❛♥❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇✱ ♣✈❫✶✳✹❂❈✬✮

❞✐s♣✭✬■♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✶✵✵ ❦P❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✶ ♠✸✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✬✮

❞✐s♣✭✬❚♦ t❤r❡❡ t✐♠❡s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

✈❂✶✿✳✵✵✶✿✸❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✈♦❧✉♠❡✱ ✈

♣❂✶✵✵✳✴✭✈✳❫✶✳✹✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭✈✱♣✮ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♣✯❞✈ ♦✈❡r ✶ t♦ ✸ ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡rs

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✺
❆ ❜♦❞② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ r❡st ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② F = 15

x+3 ✇❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✐♥ ♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ✶✵ ♠✳✼

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧✱ s❡❡
❲✐❦✐♣❡❞✐❛✽ ✿

WD =

∫

Fdx ✭✻✳✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

WD =

∫ 10

0

15

x+ 3
dx ✭✻✳✽✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st❡♣s ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ✇r✐t❡✿

✼❖✳ ◆✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ✷ ❜② ❏✳ ❉♦❜✐♥s♦♥✱ P❡♥❣✉✐♥ ▲✐❜r❛r② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ➞✶✾✻✾✱ ✭♣✳ ✶✽✸✮
✽❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❲♦r❦❴✪✷✽♣❤②s✐❝s✪✷✾★❋♦r❝❡❴❛♥❞❴❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❜♦❞② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ r❡st ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡♥✬✮

❞✐s♣✭✬❜② ❋❂✶✺✴✭①✰✸✮ ✇❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs✬✮

❞✐s♣✭✬❋r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✵ ♠✳✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

①❂✵✿✳✵✵✶✿✶✵❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ ①

❋❂✶✺✳✴✭①✰✸✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❋♦r❝❡ ❢♦r ①

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭①✱❋✮ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❋✯❞① ♦✈❡r ✵ t♦ ✶✵ ♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❞❡ ✐s✿

❆ ❜♦❞② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ r❡st ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡♥

❜② ❋❂✶✺✴✭①✰✸✮ ✇❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs

❋r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✵ ♠✳

❲♦r❦❉♦♥❡ ❂

✷✶✳✾✾✺✶

✻✳✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡
❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ ❝✉r✈❡✱

✷✳ ▼❆❚▲❆❇ ❤❛s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱
✸✳ ❩ ❂ tr❛♣③✭❨✮ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❨ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡t❤♦❞✳

✻✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✾

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✹✳✮

▲❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ② ❞❡✜♥❡❞ ❜② y = cos (x)✳ P❧♦t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✲♣✐✱♣✐❪✳ ❯s❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ② ♦✈❡r ❬✵✱ ♣✐✴✷❪ ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢
♣✐✴✶✵ ❛♥❞ ♣✐✴✶✵✵✵✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✹✳✮

▲❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ② ❞❡✜♥❡❞ ❜② y = 0.04x2−2.13x+32.58✳ P❧♦t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✸✱✸✵❪✳
❯s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ② ♦✈❡r ❬✸✱✸✵❪✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✹✳✮

❆ ✷✵✵✵✲❧✐t❡r t❛♥❦ ✐s ❢✉❧❧ ♦❢ ❧✉❜❡ ♦✐❧✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐❢ ❧✉❜❡ ♦✐❧ ✐s ❞r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❛♥❦✱ t❤❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛♥❦ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛
✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛♥❦ ✇❛s ❞r❛✐♥❡❞✳

✾❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✺✹✶✴✶✳✾✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✸

❚✐♠❡ ❬♠✐♥❪ ▼❛ss ❋❧♦✇ ❬❦❣✴♠✐♥❪

✵ ✺✵✳✵✵

✺ ✹✽✳✷✺

✶✵ ✹✻✳✵✵

✶✺ ✹✷✳✺✵

✷✵ ✸✼✳✺✵

✷✺ ✸✵✳✺✵

✸✵ ✶✾✳✵✵

✸✺ ✾✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❉❛t❛

❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✐❧ ❞r❛✐♥❡❞ ✐♥ ✸✺ ♠✐♥✉t❡s✳

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✺✳✮

❆ ❣❛s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ P❱✶✳✸❂❝✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✺✺✵
❦P❛ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✶✵ ❦P❛✳ ■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✵✳✼✺ ♠✸✱ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s✳ ✶✵

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✻✳✮

❆ ❢♦r❝❡ ❋ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F = 3s + 1
s2
✳ ❲r✐t❡ ❛

s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦❞② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❂✶ t♦ t❤❛t ✇❤❡r❡
s❂✶✵✳ ✶✶

❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✻ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✷✻✳✮

❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛ss ♦❢ ❣❛s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
(

p+ a

v2

)

(v − b) = k ✇❤❡r❡ ❛✱ ❜ ❛♥❞ ❦ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❊①♣r❡ss ♣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❛
s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳
✶✷

❚❡st ②♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉t✿
❛✿ ✵✳✵✶
❜✿ ✵✳✵✵✶
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❬❦P❛❪✿ ✶✵✵
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✶
❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✷

✶✵❆♣♣❧✐❡❞ ❍❡❛t ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡rs ❜② ❲✳ ❊♠❜❧❡t♦♥ ❛♥❞ ▲ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❚❤♦♠❛s ❘❡❡❞ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ➞✶✾✾✾✱ ✭♣✳ ✽✵✮
✶✶❖✳ ◆✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ✷ ❜② ❏✳ ❉♦❜✐♥s♦♥✱ P❡♥❣✉✐♥ ▲✐❜r❛r② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ➞✶✾✻✾✱ ✭♣✳ ✷✶✸✮
✶✷❖✳ ◆✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ✷ ❜② ❏✳ ❉♦❜✐♥s♦♥✱ P❡♥❣✉✐♥ ▲✐❜r❛r② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ➞✶✾✻✾✱ ✭♣✳ ✷✶✷✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✶ ✭♣✳ ✶✷✷✮

✶✳ P❧♦tt✐♥❣✿

①❂✲♣✐✿♣✐✴✶✵✵✿♣✐❀

②❂❝♦s✭①✮❀

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❝♦s✭①✮✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

✷✳ ❆r❡❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✶✿

≫ ①❂✵✿♣✐✴✶✵✿♣✐✴✷❀

≫ ②❂❝♦s✭①✮❀

≫ ❛r❡❛✶❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✶ ❂

✵✳✾✾✶✽

✸✳ ❆r❡❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✷✿

≫ ①❂✵✿♣✐✴✶✵✵✵✿♣✐✴✷❀

≫ ②❂❝♦s✭①✮❀

≫ ❛r❡❛✷❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛✷ ❂

✶✳✵✵✵✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✷ ✭♣✳ ✶✷✷✮

✶✳ P❧♦tt✐♥❣✿

≫ ①❂✸✿✳✶✿✸✵❀

≫ ②❂✵✳✵✹✯✭①✳❫✷✮✲✷✳✶✸✳✯①✰✸✷✳✺✽❀

≫ ♣❧♦t✭①✱②✮✱ t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ✳✳✳

②❂✳✵✹✯✭①❫✷✮✲✷✳✶✸✯①✰✸✷✳✺✽✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

✷✳ ❆r❡❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✿

≫ ❛r❡❛❂tr❛♣③✭①✱②✮

❛r❡❛ ❂

✷✾✵✳✸✽✻✽

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✸ ✭♣✳ ✶✷✷✮

❝❧❝

t❂❧✐♥s♣❛❝❡✭✵✱✸✺✱✽✮ ✪ ❉❛t❛ ❡♥tr② ❢♦r t✐♠❡ ❬♠✐♥❪

♠❂❬✺✵ ✹✽✳✷✺ ✹✻ ✹✷✳✺ ✸✼✳✺ ✸✵✳✺ ✶✾ ✾❪ ✪ ❉❛t❛ ❡♥tr② ❢♦r ♠❛ss ❢❧♦✇ ❬❦❣✴♠✐♥❪

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

❞t❂❬t✭✷✮✲t✭✶✮✱t✭✸✮✲t✭✷✮✱t✭✹✮✲t✭✸✮✱✳✳✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✺

t✭✺✮✲t✭✹✮✱t✭✻✮✲t✭✺✮✱t✭✼✮✲t✭✻✮✱t✭✽✮✲t✭✼✮❪

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛ss ♦✉t

❞♠❂❬✵✳✺✯✭♠✭✷✮✰♠✭✶✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✸✮✰♠✭✷✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✹✮✰♠✭✸✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✺✮✰✳✳✳

♠✭✹✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✻✮✰♠✭✺✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✼✮✰♠✭✻✮✮✱✵✳✺✯✭♠✭✽✮✰♠✭✼✮✮❪

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❡❛s

❞❛❂❞t✳✯❞♠❀

✪ ❚❛❜✉❧❛t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛ss ❢❧♦✇

❬t✬✱♠✬❪

✪ ❚❛❜✉❧❛t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ♠❛ss ♦✉t ❛♥❞ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❡❛s

❬❞t✬✱❞♠✬✱❞❛✬❪

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✐❧ ❞r❛✐♥❡❞ ❬❦❣❪ ✐♥ ✸✺ ♠✐♥✉t❡s

❖✐❧❴❉r❛✐♥❡❞❂s✉♠✭❞❛✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❛♥s ❂

✵ ✺✵✳✵✵✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✹✽✳✷✺✵✵

✶✵✳✵✵✵✵ ✹✻✳✵✵✵✵

✶✺✳✵✵✵✵ ✹✷✳✺✵✵✵

✷✵✳✵✵✵✵ ✸✼✳✺✵✵✵

✷✺✳✵✵✵✵ ✸✵✳✺✵✵✵

✸✵✳✵✵✵✵ ✶✾✳✵✵✵✵

✸✺✳✵✵✵✵ ✾✳✵✵✵✵

❛♥s ❂

✺✳✵✵✵✵ ✹✾✳✶✷✺✵ ✷✹✺✳✻✷✺✵

✺✳✵✵✵✵ ✹✼✳✶✷✺✵ ✷✸✺✳✻✷✺✵

✺✳✵✵✵✵ ✹✹✳✷✺✵✵ ✷✷✶✳✷✺✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✹✵✳✵✵✵✵ ✷✵✵✳✵✵✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✸✹✳✵✵✵✵ ✶✼✵✳✵✵✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✷✹✳✼✺✵✵ ✶✷✸✳✼✺✵✵

✺✳✵✵✵✵ ✶✹✳✵✵✵✵ ✼✵✳✵✵✵✵

❖✐❧❴❉r❛✐♥❡❞ ❂

✶✳✷✻✻✸❡✰✵✵✸

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✹ ✭♣✳ ✶✷✸✮

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❣❛s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ P❱❫✶✳✸❂❝✬✮

❞✐s♣✭✬❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✺✺✵ ❦P❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✶✵ ❦P❛✳✬✮

❞✐s♣✭✬■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✵✳✼✺ ♠✸✱✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s✳✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆

♥❂✶✳✸❀

P❴✐❂✷✺✺✵❀ ✪ ■♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡

P❴❢❂✷✶✵❀ ✪ ❋✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡

❱❴❢❂✳✼✺❀ ✪ ❋✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡

❱❴✐❂✭P❴❢✯✭❱❴❢❫♥✮✴P❴✐✮❫✭✶✴♥✮❀ ✪ ■♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡

❝❂P❴❢✯❱❴❢❫♥❀

✈❂❱❴✐✿✳✵✵✶✿❱❴❢❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✈♦❧✉♠❡✱ ✈

♣❂❝✳✴✭✈✳❫♥✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭✈✱♣✮ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♣✯❞✈

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❆ ❣❛s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ P❱❫✶✳✸❂❝

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✺✺✵ ❦P❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✶✵ ❦P❛✳

■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✵✳✼✺ ♠✸✱

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s✳

❲♦r❦❉♦♥❡ ❂

✹✵✾✳✵✻✻✻

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✺ ✭♣✳ ✶✷✸✮

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❢♦r❝❡ ❋ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ❢r♦♠ ❛ ❢✐①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✬✮

❞✐s♣✭✬❋❂✸✯s✰✭✶✴✭s❫✷✮✮ ✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣✬✮

❞✐s♣✭✬❋r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❂✶ t♦ t❤❛t ✇❤❡r❡ s❂✶✵✳✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

s❂✶✿✳✵✵✶✿✶✵❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ s

❋❂✸✳✯s✰✭✶✳✴✭s✳❫✷✮✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❋♦r❝❡ ❢♦r s

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭s✱❋✮ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❋✯❞s ♦✈❡r ✶ t♦ ✶✵ ♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❆ ❢♦r❝❡ ❋ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ❢r♦♠ ❛ ❢✐①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

❋❂✸✯s✰✭✶✴✭s❫✷✮✮ ✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❂✶ t♦ t❤❛t ✇❤❡r❡ s❂✶✵✳

❲♦r❦❉♦♥❡ ❂

✶✹✾✳✹✵✵✵

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✻ ✭♣✳ ✶✷✸✮

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

❞✐s♣✭✬❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜②✬✮

❞✐s♣✭✬❚❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✈♦❧✉♠❡ ✈✶ t♦ ✈✷✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✷✼

❛❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛✿ ✬✮❀

❜❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❜✿ ✬✮❀

♣❴✐❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❬❦P❛❪✿ ✬✮❀

✈❴✐❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✬✮❀

✈❴❢❂✐♥♣✉t✭✬❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✬✮❀

❦❂✭♣❴✐✰✭❛✴✭✈❴✐❫✷✮✮✯✭✈❴✐✲❜✮✮❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❦

✈❂✈❴✐✿✳✵✵✶✿✈❴❢❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✈♦❧✉♠❡

♣❂✭❦✳✴✭✈✲❜✮✮✲✭❛✳✴✭✈✳❫✷✮✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭✈✱♣✮❀ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♣✯❞✈

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

str ❂ ❬✬❚❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✬✱ ♥✉♠✷str✭✈❴✐✮✱✳✳✳

✬ ♠✸ t♦ ✬ ♥✉♠✷str✭✈❴❢✮✱ ✬ ♠✸ ✐s ✬✱ ♥✉♠✷str✭❲♦r❦❉♦♥❡✮✱ ✬ ❦❲✳✬❪❀

❞✐s♣✭str✮❀

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s✿

❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜②

❚❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✈♦❧✉♠❡ ✈✶ t♦ ✈✷

❊♥t❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛✿ ✳✵✶

❊♥t❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❜✿ ✳✵✵✶

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❬❦P❛❪✿ ✶✵✵

❊♥t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✶

❊♥t❡r t❤❡ ❢✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❬♠✸❪✿ ✷

❚❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ ♠✸ t♦ ✷ ♠✸ ✐s ✻✾✳✸✻✻✼ ❦❲✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✼

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s

✼✳✶ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s✶

✼✳✶✳✶ ❲❤❛t ✐s ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s❄

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ② t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ① t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜❡❧♦✇✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✽✴✶✳✹✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✶✷✾
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s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡rs✉s t✐♠❡ ✐s t❛❜✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡✱ t❤✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚✐♠❡ ❬s❪ ❱❡❧♦❝✐t② ❬♠✴s❪

✵ ✷✵

✶✵ ✸✾

✷✵ ✻✼

✸✵ ✽✾

✹✵ ✶✶✶

✺✵ ✶✸✹

✻✵ ✶✻✹

✼✵ ✶✽✵

✽✵ ✷✵✵

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❱❡❤✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡rs✉s t✐♠❡✳

■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❜❡st str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ②✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ①✳ ■♥ ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡
❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

y = mx+ n ✭✼✳✶✮

❆♥❞ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✼✳✶✳✷ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ✐s ❡❛s②✳ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ●❯■ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② t♦
❞♦ ✧❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❜❡st ✧str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✧ ✜t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ❜❡st
❝✉r✈❡ ✜t ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣ t♦ t❤❡ t❡♥t❤ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇
✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥♣✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✷✳ P❧♦t t❤❡ ❞❛t❛✱
✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ●❯■✱
✹✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛❜♦✈❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t✐♠❡✳

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❲♦r❦s♣❛❝❡ > ◆❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲♦r❦s♣❛❝❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ◆❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❞✐t♦r✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧♦t✭t✐♠❡✱✈❡❧♦❝✐t②✮ ❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t ❚♦♦❧s > ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❆ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ t♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ ❚♦♦❧s >

❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ✧❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✧ ✇✐♥❞♦✇✱ s❡❧❡❝t ✧❧✐♥❡❛r✧ ❛♥❞ ✧❙❤♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✧✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❧✐♥❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦t✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❞♦ ❛♥♦t❤❡r ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ♣♦❧②✈❛❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✷
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥ ✐r♦♥✲❝♦♥st❛♥t❛♥ t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡ ✭❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞✷✮✳ ✸

✷❙❡❡ t❤❡ ✜❧❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✽✴❧❛t❡st✴❈❤♣✼❴❊①❛♠♣❧❡✷✳③✐♣❃
✸❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❛♥❞ Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈✐♥❣ ❜② ❆r✈✐❞ ❘✳ ❊✐❞❡✱ ❘♦❧❛♥❞ ❏❡♥✐s♦♥✱ ▲❛rr② ▲✳ ◆♦rt❤✉♣✱ ❙t❡✈❡♥ ❑✳ ▼✐❦❡❧s♦♥

✱ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❍✐❣❤❡r ❊❞✉❝❛t✐♦♥✳ ➞✷✵✵✼ ♣✳✶✶✹

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸✺

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪ ❱♦❧t❛❣❡ ❬♠❱❪

✺✵ ✷✳✻

✶✵✵ ✻✳✼

✶✺✵ ✽✳✽

✷✵✵ ✶✶✳✷

✸✵✵ ✶✼✳✵

✹✵✵ ✷✷✳✺

✺✵✵ ✷✻

✻✵✵ ✸✷✳✺

✼✵✵ ✸✼✳✼

✽✵✵ ✹✶

✾✵✵ ✹✽

✶✵✵✵ ✺✺✳✷

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪ ✈s ❱♦❧t❛❣❡ ❬♠❱❪

❛✳ P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❜✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ t♦♦❧s✳
❝✳ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ❱♦❧t❛❣❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✻✺✵ ❈ ❛♥❞ ✶✶✺✵ ❈✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜rst✿

❚❡♠♣❂❬✺✵❀✶✵✵❀✶✺✵❀✷✵✵❀✸✵✵❀✹✵✵❀✺✵✵❀✻✵✵❀✼✵✵❀✽✵✵❀✾✵✵❀✶✵✵✵❪

❱♦❧t❛❣❡❂❬✷✳✻❀✻✳✼❀✽✳✽❀✶✶✳✷❀✶✼❀✷✷✳✺❀✷✻❀✸✷✳✺❀✸✼✳✼❀✹✶❀✹✽❀✺✺✳✷❪

❚♦ ♣❧♦t t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t②♣❡ ✐♥✿

♣❧♦t✭❚❡♠♣✱❱♦❧t❛❣❡✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ P❧♦t ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❇② ❝❧✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❛rr♦✇ t✇✐❝❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦♥ t❤❡ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❡
❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❙❡❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✶✶✺✵ ❈✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸✼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❱♦❧t❛❣❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✶✺✵ ❈✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝❤❡❝❦ ♦✉r ❛♥s✇❡r ✇✐t❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦t✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿ y = 0.052831x + 0.67202 ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ❛s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ✻✺✵ ❛♥❞ ✶✶✺✵ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

≫ ♣❂❬✵✳✵✺✷✽✸✶✱✵✳✻✼✷✵✷❪

♣ ❂

✵✳✵✺✷✽ ✵✳✻✼✷✵

≫ ♣♦❧②✈❛❧✭♣✱✶✶✺✵✮

❛♥s ❂

✻✶✳✹✷✼✼

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✼✳✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❜❡st str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ②✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ①✱

✷✳ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ●❯■ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✱
✸✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ✜ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✹✳ ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣ ●❯■ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts✳

✼✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✹

❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✹✵✳✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✺✱ ♣❧♦t ❛ ❞✐st❛♥❝❡✲t✐♠❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳

❉✐st❛♥❝❡ ❬♠❪ ❚✐♠❡ ❬s❪

✵ ✵

✷✹ ✺

✹✽ ✶✵

✼✷ ✶✺

✾✻ ✷✵

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✹✵✳✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜❡❧♦✇✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥✲
❡r❣②✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❈❪ ■♥t❡r♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❬❦❏✴❦❣❪

✶✵✵ ✷✺✵✻✳✼

✶✺✵ ✷✺✽✷✳✽

✷✵✵ ✷✻✺✽✳✶

✷✺✵ ✷✼✸✸✳✼

✸✵✵ ✷✽✶✵✳✹

✹✵✵ ✷✾✻✼✳✾

✺✵✵ ✸✶✸✶✳✻

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❆♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❙t❡❛♠ ❚❛❜❧❡s

❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✹✶✳✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✻✱ ♣❧♦t ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✲t✐♠❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳

✹❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✽✵✷✶✴✶✳✶✴❃✳
✺❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❜② ❊✳ ❍✉❣❤❡s ❛♥❞ ❈✳ ❍✉❣❤❡s✱ ▲♦♥❣♠❛♥➞✶✾✾✹✱ ✭♣✳ ✸✼✺✮
✻❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❜② ❊✳ ❍✉❣❤❡s ❛♥❞ ❈✳ ❍✉❣❤❡s✱ ▲♦♥❣♠❛♥➞✶✾✾✹✱ ✭♣✳ ✸✼✺✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



✶✸✾

❱❡❧♦❝✐t② ❬♠✴s❪ ❚✐♠❡ ❬s❪

✶✷ ✵

✶✹✷ ✺

✺✶✷ ✶✵

✶✶✷✷ ✶✺

✶✾✼✷ ✷✵

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✶ ✭♣✳ ✶✸✽✮
❉❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❞✐st❛♥❝❡❂❬✵ ✷✹ ✹✽ ✼✷ ✾✻❪❀

t✐♠❡❂❬✵ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵❪❀

✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥

♣❧♦t✭t✐♠❡✱❞✐st❛♥❝❡✮❀t✐t❧❡✭✬❉✐st❛♥❝❡✲❚✐♠❡ ●r❛♣❤✬✮❀①❧❛❜❡❧✭✬t✐♠❡✬✮❀②❧❛❜❡❧✭✬❞✐st❛♥❝❡✬✮❀

❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t ❚♦♦❧s > ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✿

❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✐s✿

y = 4.8x− 1.7× 10−14

♦r
Distance = 4.8Time− 1.7× 10−14

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✷ ✭♣✳ ✶✸✽✮
❉❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❂ ❬✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✷✺✵✱ ✸✵✵✱ ✹✵✵✱ ✺✵✵❪❀

❡♥❡r❣② ❂ ❬✷✺✵✻✳✼✱ ✷✺✽✷✳✽✱ ✷✻✺✽✳✶✱ ✷✼✸✸✳✼✱ ✷✽✶✵✳✹✱ ✷✾✻✼✳✾✱ ✸✶✸✶✳✻❪❀

✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥

♣❧♦t✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱❡♥❡r❣②✮❀t✐t❧❡✭✬t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈s✳ ❡♥❡r❣②✬✮❀①❧❛❜❡❧✭✬t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬✮❀②❧❛❜❡❧✭✬❡♥❡r❣②✬✮❀

❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t ❚♦♦❧s > ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s✿

y = 1.6x+ 2347.2
♦r
internal energy = 1.6temperature + 2347.2
❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✼✳✷✳✸ ✭♣✳ ✶✸✽✮
❉❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✈❡❧♦❝✐t②❂❬✶✷ ✶✹✷ ✺✶✷ ✶✶✷✷ ✶✾✼✷❪❀

t✐♠❡❂❬✵ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵❪❀

✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥

♣❧♦t✭t✐♠❡✱✈❡❧♦❝✐t②✮❀t✐t❧❡✭✬❱❡❧♦❝✐t②✲❚✐♠❡ ●r❛♣❤✬✮❀①❧❛❜❡❧✭✬t✐♠❡✬✮❀②❧❛❜❡❧✭✬✈❡❧♦❝✐t②✬✮❀

❛t t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦♠♣t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t ❚♦♦❧s > ❇❛s✐❝ ❋✐tt✐♥❣✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♦♥ t❤✐s t✐♠❡✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t✐♠❡ ✐s✿

y = 4.8x2 + 2x+ 12

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃



❈❤❛♣t❡r ✽

P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇

✽✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❘❡♣♦rts ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✶

▼❆❚▲❆❇ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡♣♦rt ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛❧❧❡❞ ♣✉❜❧✐s❤❡r✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♣✉❜❧✐s❤❡s ❛ s❝r✐♣t ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍❚▼▲✱ ❳▼▲✱ ▼❙ ❲♦r❞ ❛♥❞ P♦✇❡rP♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✜❧❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❈♦♠♠❡♥t❛r② ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱
• ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡✱

✶❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✼✴✶✳✷✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃

✶✹✸
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• ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦❞❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✜❣✉r❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡✳

✽✳✶✳✶ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤ ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ s②♥t❛① ✐s ♣✉❜❧✐s❤✭✬❢✐❧❡✬✱✬❢♦r♠❛t✬✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✲✜❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡❞ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡
t❤❡♥ s❛✈❡❞ t♦ ❛ ✜❧❡ ✐♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❆❧❧ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✜❧❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤t♠❧ ❞✐r❡❝t♦r② ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦✉t♣✉t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❞♦❝ ✜❧❡✳

✽✳✶✳✷ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❊❞✐t♦r

❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r ✐s ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❚♦♦❧ ❙tr✐♣✿

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ P✉❜❧✐s❤ t❛❜ ♦♥ t❤❡ ❚♦♦❧ ❙tr✐♣✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊❞✐t✐♥❣ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s✱ ❝✉rr❡♥t❧② ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t ✐s ❤t♠❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✳✶
❲r✐t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝r✐♣t ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤ ✐t ✐♥ ❛♥ ❤t♠❧ ✜❧❡✳

❙❡❧❡❝t ❋✐❧❡ > ◆❡✇ > ❙❝r✐♣t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♠✲✜❧❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡❞✐t♦r ✐s ♦♣❡♥❡❞✱ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦❞❡✿

① ❂ ❬✵✿✻❪❀ ✪ ❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r

② ❂ ✶✳✻✯①❀ ✪ ❈♦♠♣✉t❡ ② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ①

❬①✬✱②✬❪ ✪ ❚r❛♥s♣♦s❡ ✈❡❝t♦rs ① ❛♥❞ ②

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❢✭①✮✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬❢✭①✮✬✮✱❣r✐❞ ✪ P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤

❙❛✈❡ t❤❡ s❝r✐♣t ❛s ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣✳♠ ❛♥❞ s❡❧❡❝t P✉❜❧✐s❤ > P✉❜❧✐s❤✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ s❝r✐♣t✳

❆♥ ❍❚▼▲ ✜❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❆ s❝r✐♣t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❤t♠❧

✽✳✶✳✸ ❚❤❡ ❉♦✉❜❧❡ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ✪✪ ❙✐❣♥

❚❤❡ s❝r✐♣ts s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣
r❡s✉❧t✱ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❧✐♥❡s t♦ t❤❡ s❝r✐♣t ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ✪✪✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❡①❛♠♣❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✽✳✷
❊❞✐t t❤❡ s❝r✐♣t ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ t♦ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇✿

✪✪ ❚❤✐s ❢✐❧❡ ❝r❡❛t❡s ✈❡❝t♦rs✱ ❞✐s♣❧❛②s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣❧♦ts ❛♥ ①✲② ❣r❛♣❤

① ❂ ❬✵✿✻❪❀ ✪ ❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r

② ❂ ✶✳✻✯①❀ ✪ ❈♦♠♣✉t❡ ② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ①

✪✪ ❚❛❜✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

❬①✬✱②✬❪ ✪ ❚r❛♥s♣♦s❡ ✈❡❝t♦rs ① ❛♥❞ ②

✪✪ ●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❢✭①✮

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂❢✭①✮✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬❢✭①✮✬✮✱❣r✐❞ ✪ P❧♦t ❛ ❣r❛♣❤

❙❛✈❡ t❤❡ s❝r✐♣t✱ ❛ ♥❡✇ ❍❚▼▲ ✜❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❆♥ ❤t♠❧ ✜❧❡ ✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥s

✽✳✶✳✹ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❑❡② P♦✐♥ts

✶✳ ▼❆❚▲❆❇ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡♣♦rts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥t❛r② ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦❞❡✱

✷✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❝r✐♣t ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍❚▼▲✱ ❳▼▲✱ ▼❙ ❲♦r❞ ❛♥❞ P♦✇❡rP♦✐♥t✳
✸✳ ❚❤❡ ❉♦✉❜❧❡ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ✪✪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡s ❤②♣❡r✲❧✐♥❦❡❞ s❡❝t✐♦♥s✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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✽✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✷

❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✹✾✳✮

❲r✐t❡ ❛ s❝r✐♣t t♦ ♣❧♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ y = sin(x)
x

❢♦r π

100 ≤ x ≤ 10π ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ π

100 ✳ P✉❜❧✐s❤ ②♦✉r
♠✲✜❧❡ t♦ ❤t♠❧✳

❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✺✵✳✮

❆ ❣❛s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ P❱✶✳✸❂❝✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✺✺✵
❦P❛ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✶✵ ❦P❛✳ ■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✵✳✼✺ ♠✸✱ ✇r✐t❡ ❛
s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤ ②♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❤t♠❧ ✜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤✐s Pr♦❜❧❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ✭❊①❡r❝✐s❡ ✻✳✷✳✹✮

❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✸ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✳ ✶✺✶✳✮

❆ ❢♦r❝❡ ❋ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F = 3s + 1
s2
✳ ❲r✐t❡ ❛

s❝r✐♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦❞② ♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❂✶ t♦ t❤❛t ✇❤❡r❡
s❂✶✵ ❛♥❞ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤ ②♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❤t♠❧ ✜❧❡✳ ■♥❝❧✉❞❡ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤✐s Pr♦❜❧❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ✭Pr♦❜❧❡♠ ✻✳✷✳✺✮

✷❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✽✵✷✸✴✶✳✶✴❃✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊①❡r❝✐s❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✶ ✭♣✳ ✶✹✽✮
❚❤❡ ♠✲✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t✿

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ♣❧♦ts ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ ②❂s✐♥✭①✮✴①

❝❧❝ ✪ ❈❧❡❛r s❝r❡❡♥

① ❂ ♣✐✴✶✵✵✿♣✐✴✶✵✵✿✶✵✯♣✐❀ ✪ ❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r

② ❂ s✐♥✭①✮✳✴①❀ ✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ①

♣❧♦t✭①✱②✮✱t✐t❧❡✭✬●r❛♣❤ ♦❢ ②❂s✐♥✭①✮✴①✬✮✱①❧❛❜❡❧✭✬①✬✮✱②❧❛❜❡❧✭✬②✬✮✱❣r✐❞

❚❤❡ ❤t♠❧ ♦✉t♣✉t✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❤t♠❧ ✜❧❡✳

❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✷ ✭♣✳ ✶✹✽✮
❚❤❡ ♠✲✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t✿

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❣❛s ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ P❱❫✶✳✸❂❝✬✮

❞✐s♣✭✬❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✺✺✵ ❦P❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✷✶✵ ❦P❛✳✬✮

❞✐s♣✭✬■❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✵✳✼✺ ♠✸✱✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❣❛s✳✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

♥❂✶✳✸❀

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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P❴✐❂✷✺✺✵❀ ✪ ■♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡

P❴❢❂✷✶✵❀ ✪ ❋✐♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡

❱❴❢❂✳✼✺❀ ✪ ❋✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡

❱❴✐❂✭P❴❢✯✭❱❴❢❫♥✮✴P❴✐✮❫✭✶✴♥✮❀ ✪ ■♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡

❝❂P❴❢✯❱❴❢❫♥❀

✈❂❱❴✐✿✳✵✵✶✿❱❴❢❀ ✪ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✈♦❧✉♠❡✱ ✈

♣❂❝✳✴✭✈✳❫♥✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭✈✱♣✮ ✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♣✯❞✈

❚❤❡ ❤t♠❧ ♦✉t♣✉t✿

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❤t♠❧ ✜❧❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❊①❡r❝✐s❡ ✽✳✷✳✸ ✭♣✳ ✶✹✽✮
❚❤❡ ♠✲✜❧❡ ❝♦♥t❡♥t✿

✪✪ ❲♦r❦ ❞♦♥❡

✪ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t

❝❧❝

❞✐s♣✭✬❆ ❢♦r❝❡ ❋ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ❢r♦♠ ❛ ❢✐①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✬✮

❞✐s♣✭✬❋❂✸✯s✰✭✶✴✭s❫✷✮✮ ✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs✬✮

❞✐s♣✭✬❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣✬✮

❞✐s♣✭✬❋r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❂✶ t♦ t❤❛t ✇❤❡r❡ s❂✶✵✳✬✮

❞✐s♣✭✬ ✬✮ ✪ ❉✐s♣❧❛② ❜❧❛♥❦ ❧✐♥❡

✪✪ ❈r❡❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ s

s❂✶✿✳✵✵✶✿✶✵❀

✪✪ ❈♦♠♣✉t❡ ❋♦r❝❡ ❢♦r s

❋❂✸✳✯s✰✭✶✳✴✭s✳❫✷✮✮❀ ✪ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❋♦r❝❡ ❢♦r s

✪✪ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❋✯❞s ♦✈❡r ✶ t♦ ✶✵ ♠❡t❡rs✳

❲♦r❦❉♦♥❡❂tr❛♣③✭s✱❋✮

❚❤❡ ❤t♠❧ ♦✉t♣✉t✿

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❤t♠❧ ✜❧❡✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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■♥❞❡① ♦❢ ❑❡②✇♦r❞s ❛♥❞ ❚❡r♠s

❑❡②✇♦r❞s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ❦❡②✇♦r❞ ✭♣❛❣❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✮✳ ❑❡②✇♦r❞s
❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❡r❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t s❡❝t✐♦♥✳ ❊①✳
❛♣♣❧❡s✱ ➓ ✶✳✶ ✭✶✮ ❚❡r♠s ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛❣❡ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ♦♥✳ ❊①✳ ❛♣♣❧❡s✱ ✶

❆ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✱ ➓ ✭✶✮
❆♣♣s❆♥②✇❤❡r❡✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❖♣❡r❛t♦rs✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ▼❛tr✐①✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❙❝❛❧❛r✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❱❡❝t♦r✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮

❇ ❇♦②❧❡✬s ▲❛✇✱ ➓ ✸✳✷✭✻✼✮

❈ ❝❞✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❝❧❝✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❝❧❡❛r✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
❈♦♠♠❛♥❞ ❍✐st♦r②✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❈♦♠♠❛♥❞ ❲✐♥❞♦✇✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❈♦♠♠❡♥ts✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
❝♦♠♣✉t❡r✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❈✉rr❡♥t ❋♦❧❞❡r✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❈✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✱ ➓ ✼✳✶✭✶✷✾✮

❉ ❞✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❞✐s♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❉♦✉❜❧❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮

❊ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❤✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
❡①✐t✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮

❋ ❢❝❧♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❢♦♣❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❢♦r ❧♦♦♣✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❢♦r♠❛t✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
❢♦r♠❛t ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
❢♣r✐♥t❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
❋✉♥❝t✐♦♥ ❇r♦✇s❡r✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮

● ●❛s ▲❛✇✱ ➓ ✻✳✷✭✶✷✷✮
●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
●r❛♣❤✐❝s✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮
❣✉✐❞❡✱ ➓ ✭✺✮

❍ ❍❚▼▲✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮

■ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮

■♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ➓ ✻✳✶✭✶✶✺✮
✐♥t❡r♣✶ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✺✳✶✭✶✵✺✮
■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ➓ ✺✳✶✭✶✵✺✮

❑ ❑❡②❜♦❛r❞ s❤♦rt❝✉ts✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮

▲ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ●r❛♣❤s✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮
▲❛t❡①✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮
▲✐♥❡❛r ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮✱ ➓ ✷✳✷✭✹✷✮
▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ➓ ✼✳✶✭✶✷✾✮
❧♦♦♣s✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮

▼ ♠✲✜❧❡✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ➓ ✻✳✷✭✶✷✷✮
▼❆❚▲❆❇ ❍❡❧♣✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ ➓ ✻✳✶✭✶✶✺✮
▼❙ ❲♦r❞✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮
▼✉❧t✐♣❧❡ P❧♦ts✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮

◆ ♥✉♠✷str ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮

❖ ❖♣❡r❛t♦r Pr❡❝❡❞❡♥❝❡✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮

P P❛s❝❛❧✬s ▲❛✇✱ ➓ ✹✳✷✭✾✹✮
♣❧♦t✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
P♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮✱ ➓ ✷✳✷✭✹✷✮
♣♦❧②✈❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
P♦✇❡rP♦✐♥t✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ●r❛♣❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✱
➓ ✸✳✷✭✻✼✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✱
➓ ✺✳✷✭✶✵✽✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ■♥tr♦❞✉❝t♦r② Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
➓ ✹✳✷✭✾✹✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ▼❆❚▲❆❇ ❊ss❡♥t✐❛❧s✱ ➓ ✷✳✷✭✹✷✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
▼❆❚▲❆❇✱ ➓ ✻✳✷✭✶✷✷✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✱
➓ ✽✳✷✭✶✹✽✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤
▼❆❚▲❆❇✱ ➓ ✼✳✷✭✶✸✽✮
Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t ❢♦r ❲❤❛t ✐s ▼❆❚▲❆❇❄✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
♣✉❜❧✐s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮
P❱ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ➓ ✻✳✶✭✶✶✺✮
♣✇❞✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮

◗ q✉✐t✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮

❘ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ➓ ✼✳✶✭✶✷✾✮
r♦♦ts✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮
r♦♦ts ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮

❙ s❝r✐♣t✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t✱ ➓ ✺✳✷✭✶✵✽✮
❙t❡❛♠ t❛❜❧❡s✱ ➓ ✺✳✶✭✶✵✺✮✱ ➓ ✺✳✷✭✶✵✽✮
❙tr❛✐♥✱ ➓ ✷✳✷✭✹✷✮✱ ➓ ✸✳✷✭✻✼✮✱ ➓ ✹✳✷✭✾✹✮
❙tr❡ss✱ ➓ ✷✳✷✭✹✷✮✱ ➓ ✸✳✷✭✻✼✮✱ ➓ ✹✳✷✭✾✹✮
❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ P❧♦ts✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮

❚ ❚❤r❡❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❧♦ts✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮
❚r❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❘✉❧❡✱ ➓ ✻✳✶✭✶✶✺✮
❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❧♦ts✱ ➓ ✸✳✶✭✹✾✮

❯ ❯♥✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ➓ ✹✳✷✭✾✹✮

❱ ❱❛r✐❛❜❧❡s✱ ➓ ✷✳✶✭✷✺✮
✈❡r✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮

❲ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ ➓ ✹✳✶✭✽✶✮
✇❤♦✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
✇❤♦s✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮
❲♦r❦ ❞♦♥❡✱ ➓ ✻✳✶✭✶✶✺✮
✇♦r❦s♣❛❝❡✱ ➓ ✶✳✶✭✼✮✱ ➓ ✶✳✷✭✷✷✮

❳ ❳▼▲✱ ➓ ✽✳✶✭✶✹✸✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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❆ttr✐❜✉t✐♦♥s

❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✿ ❆ ❇r✐❡❢ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇

❊❞✐t❡❞ ❜②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶✴
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✺✵✾✼✼✴✶✳✸✴
P❛❣❡✿ ✶
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧Pr❡❢❛❝❡✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✽✴✶✳✻✴
P❛❣❡✿ ✸
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧❙t✉❞② ●✉✐❞❡✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✾✴✶✳✷✴
P❛❣❡✿ ✺
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧❲❤❛t ✐s ▼❆❚▲❆❇❄✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✵✸✴✶✳✺✴
P❛❣❡s✿ ✼✲✷✷
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧❲❤❛t ✐s ▼❆❚▲❆❇❄ ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✸✴✶✳✸✴
P❛❣❡✿ ✷✷
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧▼❆❚▲❆❇ ❊ss❡♥t✐❛❧s✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧❊ss❡♥t✐❛❧s✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✵✾✴✶✳✸✴
P❛❣❡s✿ ✷✺✲✹✷
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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▼♦❞✉❧❡✿ ✧▼❆❚▲❆❇ ❊ss❡♥t✐❛❧s ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✹✴✶✳✼✴
P❛❣❡s✿ ✹✷✲✹✸
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧●r❛♣❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧P❧♦tt✐♥❣ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✷✴✶✳✸✴
P❛❣❡s✿ ✹✾✲✻✼
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧●r❛♣❤✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✻✻✴✶✳✼✴
P❛❣❡s✿ ✻✼✲✼✵
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧■♥tr♦❞✉❝t♦r② Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧❲r✐t✐♥❣ ❙❝r✐♣ts t♦ ❙♦❧✈❡ Pr♦❜❧❡♠s✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✹✵✴✶✳✻✴
P❛❣❡s✿ ✽✶✲✾✹
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧■♥tr♦❞✉❝t♦r② Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✺✸✻✴✶✳✸✴
P❛❣❡s✿ ✾✹✲✾✻
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✹✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✺✴✶✳✸✴
P❛❣❡s✿ ✶✵✺✲✶✵✽
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❢r❡❡ ❛t ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ❁❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴❝♦❧✶✶✸✼✶✴✶✳✶✶❃
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▼♦❞✉❧❡✿ ✧■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✻✷✹✴✶✳✷✴
P❛❣❡s✿ ✶✵✽✲✶✶✵
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❆r❡❛ ❯♥❞❡r ❛ ❈✉r✈❡✧
❇②✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴❝♥①✳♦r❣✴❝♦♥t❡♥t✴♠✹✶✹✺✹✴✶✳✹✴
P❛❣❡s✿ ✶✶✺✲✶✷✷
❈♦♣②r✐❣❤t✿ ❙❡r❤❛t ❇❡②❡♥✐r
▲✐❝❡♥s❡✿ ❤tt♣✿✴✴❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❜②✴✸✳✵✴

▼♦❞✉❧❡✿ ✧◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ⑤ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
❯s❡❞ ❤❡r❡ ❛s✿ ✧Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✧
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